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PROBLANEDE Fi GU SITUAȚI PISE 
et aaa + 


CUVINT INTRODUCTIV 


Lucrarea de faţă se adresează elevilor 
rilor lor, precum şi altor cititori care dores 
de fizică. . 33 
” Spre deosebire de alte culegeri de probleme, structura cărţii este 
axată pe problemele cu situaţii speciale (condiţii impuse unor mărimi și 


fenomene, discuții asupra posibilităţilor existenţei unor relaţii sau ` 


valori şi probleme de extrem). 
Prin conţinut și realizare, cartea poate servi la 


concursuri și examene, precum și activităţilor de la cercurile de fizică 
ale elevilor. i 


Recomand celor ce vor utiliza acest material.ca, 
singuri soluţionarea problemelor şi după aceea să recurgă la rezultatele 
din carte. Autorul ar fi bucuros dacă cititorii ar găsi și alte metode de 
rezolvare, eventual mai simple sau mai directe.. 

Aduc mulțumirile cele mai sincere conf. dr. Anatolie Hristev, refe- 
rentul lucrării, care a analizat în întregime şi amănunţit materialul 


de faţă și a făcut sugestii cu privire la conţinutul problemelor şi la 
mbdul de redactare. pă i 


din cursurile liceale și profeso- 
c să-şi completeze cunoștințele .. 


pregătirea pentru 


mai intti, să încerce ` 


Autorul j 


1.1. De pe un vas, aflat la distanţa d, km de țărm, trebuie trimis un 
mesaj la punctul de comandă aflat la distanța de(d2 > d,) km (fig. 1.1). 


cu viteza və(vz œ v). Mesajul trebuie să ajungă la destinaţie în cel mai 
scurt timp. Să se determine traiectoria optimă aleasă de curier, 


Soluţie. Fie ADC 4 
traiectoria urmată de 
curier (BD =). 

Timpul necesar că- 
lătoriei pe apă este 


i AD i 
: as (1) ! 
Wag ap ăi 
sau o u. 
"VAFA 
i = š 
DA ? 
- = (2) F Fig. 1.4 i A EDA 
- Timpul necesar deplasării pe uscat este ; 
» aTa a itf DC - aa 
p a = -7% 43) 
x Va, pă E a E în 
sau eai ] 
/ Ec N E i 73) 
Timpul" total necesar este i ea e 
pe e în been tati Sa 3 3 ody uit, W coate Smhi azi 
, Fela VA FT podria; A ro (5) 
i aa AI ati E vı anth v2 wl g tus sati fă . 


» Notaţiile utilizate în această lucrare sint cele uzuale, din manualele, de fizică 


pentru liceu. 
i — 


ii x este 
Derivata timpului în raport cu T € 


Din apular ea acestei derivate se obţine x 
E E a P $ 


unde re 3 
a: RAAH z L, P 
= s 


BC! în 7 este necesar 
ctorii u direct AC 

arăta că pentru traiectoriile A BC sa dei 

f ăta c E 
Se poate ară | 

| ie iscare. uniform 
AD mai M Y an , x | 
“ie j Ox, din originea 


1.2. Două puncte M, donă puncte; se 


l poz J A 
: > va) în sensu.. dintre cele: istanța.d. 
cu vitezele o: Și aţă oră după care Tt aflat pe axa Oy la distant 
acesteia. Să se hi mazim dintr-un punc tul cerut (fig. 1-2): 


vede sub un ung 


i în momen 
Ce valoare are acest unghi în 


e de ae XOM; M= 

e z, M =a; X ile în momen 
je. Notăm: X OMM: mior două mobile ] 

Soluţie. ; M, sint popie aS obs rvă că 


"MM = 
B; X Mie E Scekăt. 
-y 


wa . 


ynde M; Și Ma 


"= vt şi 0M: ; ut 
Avem OMi - a o re tg a = o tg? aTa i 
; ' i j d ente an a 
y D peras e] ieri a iile — avem 
ui Deoarece 9 = % i 
MN Sa ii tga — tgb =, 
NI=> , — 
ErP t=T Ligue) 
dr4 SS a 
SS iraan g e dtl, — Ta) 3 (2) 
v y N 7 S. a E e A 
d w ” ze aaa ORI ne 
Fig. 12 și se obţine 


în raport, cu timpul 
à 20, d + 202 


ă functia: trigonometrică 
: — doh — 2402 


d? 


Se deriveaz 


altgo) do, + dood — Pta 


OF 


Prin anularea derivatei se obține 


È = 
max Udo. 


Unghiul cerut de problemă are valoarea 


E roty H 0) bia > i n e "pa 
i Pmaz = arctg ————— ma aaa (5) 
í ja á d? + Vitolhar ha K 
sau i 
aiam, Ti 
„Pinax = arctg ga e 6) 
1.3. Din originea sistemului de axe xOy pleacă simultan, in mişcare 
uniformă, cu vitezele vı Și ve, două mobile, după cele două axe. După 
timpul 1, mobilele își schimbă atit sensul de mișcare cit şi vitezele. Să se 
afle timpul după care distanța dintre mobile este minimă precum. şi 
valoarea acestei distan țe (fig. 1.3.) i 4 


Soluţie. După timpul t, mo- y 
bilele 'se vor afla în punctele A : 
și B la depărtările OA = Vito și 
OB = vto de originea axelor. 

După timpul t de la schim- 
barea sensului şi vitezelor, mo- 
bilele se vor afla în punctele 
A' şi B' astfel incit 


OA’ = vto — ot (1) 


şi 
` OB' — tyt — ot (2) Fig. 1.3 
Distanţa dintre mobile. va fi =a 
Lă Ti TARI O i 
d = 4'B' = Vs = val)? + (Vato — UDE. (3) 


Se derivează această distanţă în raport cu timpul și se obține 


dd _ telit — và) — v (uzt — vi) 
Sal i i PAR Mei aA ETA: 
Din anularea derivatei avem timpul cerut ` i, 


s ` 


„N KS 


t KARA 
pa Bi ah za ee 
a A 7 v =o i) 


Li 


înlocuind (5) în (3) găsim distanța cerută 
PV 


„0 
dm = ETA 
1 


- te 


constan tă Va Un pasager, aflat la distanța h de şosea, observă apropier ea 


l . “ui . 
p à 


ə discute 
; 7 - (a > h) să se discu 
o PT autobuz di 
N, 


ia A 
posibilitatea de intilnire 
A i / "4 p a autobuzul (fig. 4.4). 
` js “7 sat ie l de 
SA Serie Fie i Se miare 
fii Inire. li 
~ s Mea modla. pentru ambele 
4 4 mobile, adică 
ig AI ; fa) 
Ez A | 
şi oi e =i | e | 
| ág u v l 
de unde. ; a s tid dă a, 
sa AI K% Ei l E E 
| A 6) 
sau TEREE a i | 
ie k A= e 6) 
| PEM pct 
e it Al o yar] 0) 
| r - e rA i 
2 —0D4 DI =0D*+ {AI — ADY k H y 
4 -ky p Kar = 0. Q) 
i 0 — ka — 2k a — hr = ka 
g” 


Soluția ecuației este 


t= ES (Va =K + Va = 73). 


“(8) 
. Discuţie: a) Dacă k=1 avem» e 
i a : M E i 
T = fă ; 
© 2V ek , m (9) 
(ecuaţia (7) este liniară), |. Pi- ` f , 7 
b) Dacă k #1 şi a< hjk întilnirea nu e posibilă. d 
c) Dacă-k 3 1 şi a = h/k-întilnirea e posibilă la distanţa 
h p P 
T amang p VTN, TU), 
` d) Dacă k > 1 și a > hjk întilnirea e posibilă la distanţa 
z= i == (Va hi — a Za). i (1) 


+ 1.5. Un vislaș parcurge în sensul distanța d și se | 
întoarce înapoi, .fără oprire. Timpul total de deplasare este t. Viteza 
proprie a omului este v}, iar a apei vs. Ce condiţie trebuie să îndeplinească 
viteza proprie a vislașului pentry ca timpul de deplasare total să fie 
fixat într-un anumit interval de timp (4 <t 


< t)? 
Soluție. Timpul total de deplasare este 


„curentului apei 


AS d 
` U + Va 


U — Va pl 0) 


E E O E 


epea DRE tat N 
E CE E e 


6) 
Viteza proprie a vislașului, "considerată ca funcţie de timp, este. i 
descrescătoare pe intervalul [ts ta], conform condiţiilor problemei, adică 


27 06.) > cal). (4) 


3 


Deci, condiţia cerută .se scrie 


d VE 3 


; F zi a E VE tiw, 6) 
2 


t 
1.6. Se dau două direcții perpendiculare, care se intersectează în 
punctul O. De pe aceste direcţii, din punctele A ṣi B {0A = d; şi 
OB = d), pleacă în acelaşi moment către O două mobile cu vitezele 
x : constante ©; şi vw. Să se afle 
timpul după care distanța dintre 
mobile va fi minimă (fig. 1.6). 


Soluție. După timpul t mobi- 
lele au parcurs distanțele 
AA! = nt şi BB' = vw. (1) 
Deci i Y f 
OA' =d; — nt şi OB' = da — vt, 
E iaa O 
deci . : 
“d SA B' = V (di = tt)? + (da tat)’. (8) 
Derivata acestei, distanțe în raport cu timpul 'este 
o dd RHD tau oi, 
dt ae . d } 
Prin anularea acestei. derivate obținem timpul cerut 


tidy + voda i 
Uhina ae 6) 
“i 


(4) 


1.7. Din punctele A(za Ya) Și B (Toz Yn) pleacă simultan în 
mișcare uniform-rectilinie două mobile cu vitezele v, și v, după direcţii 
care fac cu axa Oz unghiurile a şi aş. Să se afle timpul după care dis- 
tanta dintre mobile este minimă (fig. 1.7). a 

Soluţie. Fie t timpul cerut. La acest moment, coordonatele punctelor 
A' şi B' vor fi > r í ` 
l a ! = To + tat — COS Se mp (1) 
> : Toz F Vol 608 da pew 

"= Va + vt sin LA 
Y” = Yoz t Vb SÎn ag 


Distanța dintre mobile în -acest moment vă fi 


d= 40 = V 


(2) 


sau 


d= Viza azi COS da — (Lo +018 COS a) H aja Fvat Sin a 


(Yortv;tsin a) 2. i 
(3) 


ssaa 


a 


` 


În urma calculelor, avem 


id ITE 
dei, d = VAF Bre 
unde Te 
A păi pă a Stie 
Va — Vi — Duta COS aj COS ag — 2010, Sin a Sin æg 
vi B = 2(Zozta cos a, a 'si , si 
0202 2 + Y. Ua sin ii a Zoti COS 1 — Yot SİN ay — 
— ToT COS A) — i — à i 
i 0271 CPS Aa — VoaVSIN 4 — LoVz COS Xa — vota Sin aj): i; (5) 
= a 2 Secta l 
i gi E. e A 
Ad oa + Yoa — Ti — Yir 2rotoa — 2 Yor Yos 
Se derivează a ă:di ă în 'r in a 
Ş ceastă: distanţă în i i di 
PT. $ raport cu timpul şi din anularea 


de 4 unde 


1.5. Din punctele A şi B ale unei drepte pornesc într-o mișcare 
uniform rectilinie, unul spre altul şi în acelaşi moment, doi pietoni. 
Ei se întilnesc în punctul C unde constată că primul a parcurs cu a 
metri mai mult ca al doilea. După întilnire, își continuă deplasarea, 
primul ajungind în B după n, secunde iar al doilea în A după ng secunde. 
Să se afle vitezele pietonilor şi condiţia de posibilitate a problemei (fig. 1.8). 


E Ia at B Fig. 4.3 
Soluţie. Din. text rezultă că ARE 
CA—CB=a iu, 
CB = no 
CA = nava 
de unde 
Nada — Nat, = 
Primul pieton parcurge distanța AC în timpul 
Gori E 
s u v 
Al doilea pieton parcurge distanța BC în timpul ` 


nvi 
t = Re e SP 
j Va 
Deoarece t = tọ avem 


= g 


Rezultă- 


mV m — mV ma. - 


nat Vms 

ii nym — mV na i 

Este necesar ca ; =a 
my m.— my ma >0 


` 


` sau 


ceea ce conduce la 
na > ni 
care este condiţia cerută de problemă. . 
1.9. O barcă merge pe un riu, contra cure ii nd di 
9. € y 1 rC ntului, parcurgind distanţa Z 
momi Walezi pei este Ki m/s. Apoi intră într-un lac, pri ir d 
ala s metri. Să se afle viteza:proprie a bărcii știind că ti 
de mişcare este inferior unei valori t, i i apa ii 
Soluţie. Fie v, viteza proprie a bărcii. Rezultă inecuaţiă j 
“E s.—l 
— + 


4 
Vi — Va vi 


geo 4) 


i tof — (s H vatos E vals — 1) > Ò. > W 
Rezolvind inecuația,, avem i ' EN 


X e E 

| n> HEEVETEEE, O o 

` a i 

1.10. Două direcţii concură sub unghiul a în punctul O. Î lași 
moment pleacă într-o mișcare uniform rectilinie două sefia primul 
din punctul A situat astfel ca 
OA = k, cu viteza v,, spre O, iar 
al doilea din punctul O, cu viteza . 


„Ya. Să se afle timpul după care 


distanţa dintre mobile este mi- 
nimă (fig. 1.10). i 


` Soluţie. După un timp t, avem 
OB = k — vt şi OC = ot. 
(1) 2 
La fel - i Fig. 4.10 
_ f i Si 
d= VIZE Fo = ok 2vat(k — 0,8) cos a. 
Derivind această distanță și anulind-o, rezultă 


Hui + 22 + 20,0 cos a)-== (0, + v cos a) 


de unde 


___R(0a 4 v cos A | 
ta a == . (4 
Ula amin = T 92 + 03 + 2v0 cos a” 6) 


1.11. Distanța dintre două localități A și B este d metri, Din A 
şi B pleacă într-o mişcare uniform rectilinie două mobile cu vitezele v, 
şi va Să se afle locul şi momentul întilnirii mobilelor (discutindu-se şi 


, 


Fig. 1.14 
„Soluţia: a) Se observă i 
i š + Bym = a 


Sote 7 


y S2 = Vt 
de unde 
d 


Ne= - 

ü v + Uz 

VF a 
v 

a 

E E Va ke Va 


Întilnirea este totdeauna posibilă., 
b) Se observă că - 


~ 


Gaat ca die 


posibilitatea de întîlnire) 


"în situaţiile: 


a) mobilele pleacă în 
același moment, unul 
spre altul; 

b) idem, unul după 


~ altul (dela A spre B); 


c) mobilele pleacă 
unul spre altul, al doilea 


“avind o întirziere toj, 


d) mobilele pleacă în 
acelaşi sens (de la A la 
`B), al: doilea avind o 
intirziere tọ kai sita. 


a) 


an 


de unde i 


> = 


vi — da. 


Întilnirea este > posibili numai dacă v S Va: 


t e) Avem 
pată Valy + Vale = d 
de unde, să A 
i i g= d+ vaty 
vihi, 
2 d —wt 
Ltt 
Vita. 
i a d tul 
ta F ta i 


“Întilnicea este posibilă dacă to NR 
d) Aveni.. e: posi tă o dh. ; 
TEIE Pii tab) = d, 
t =h =h 
e pat 0 
v — Va 


E AR dama) 


a 


d — vh 
— i 


d — vt ! 
———. tg 


si = Vi. 


Sa = ae 
W— Va 


Întilnirea este posibilă numai dacă v, > v şi i < dh; (sau vi <a 
dar & > djr). 


1.12. Două mobile descriu, pe dle Oz şi Oy, mișcările uniforme: 
æ = kı + hat Și y = ka + kat. În ce moment distanța dintre ele va fi 
minimă? Ce condiție îndeplinesc cei 4 coeficienți la întilnirea mobilelor? 


Soluţie. Larun moment dat, distanța dintre mobile este 


d = VF ket)? + es + kat)? e (1; 
Derivata distanței în raport cu timpul se anulează pentru 
kika + kok i 
k + kè 


_ kik, — kok — oki, 
VEFA 
La intilnire, distanța se anulează, de unde 


hoh., - l 4) 
k R (4) 


t= — & 


Amin = (3; 


care este condiția cerută, 


1. 13. Dintr-un punct A (0, — 4/3) porneşte, intr-o. mişcare, rectilinie 
uniformă, cu viteza 7, = 3 m/s, un mobil, pe o dreaptă A, de coeficient 
unghiular kı =—2/3. 

În același moment, din poziția P(2,1) e A; pleacă alte două mobile 
în mișcare uniform-rectilinie, pe direcţiile ;A, || A, şi A3 L A cu Vite- 

zele v = 2 m/s şi va. Se cere: 

a) să se scrie ecuațiile traiectoriilor celor 3 mișcări; 


b) să se determine i, astfel ca să fie posibilă intilnirea mobilelor ` 


1 ṣi 3 in M= A; 


c) să se afle dte dintre cele 3 mpbile în momentul determinat’ 


la b), coordonatele fiind flate în metri. 


16 


Soluţie. a) Traiectoria primei mişcări este dreapta - 
A 2 
tt i „4 
3. 
A m PET AR, 2) 


‘Coeficientul unghiular al dreptei A, va fi k; =k, = Bi deci 
ecuaţia eta de a, doua 1 mişcări. va fi dreapta Se. 


teag sta ză al pi A (3). 


i A = 22 + 3y ST 
‘Coeficientul unghiular al dreptei A va îi 


Deci, cea de a treia traiectorie va fi dreapta 
ali sept în E N a 
—1=—(2—2 
y ze A =) 
> , 
A, = 3x — 2y — 4 = 0... 


[i 
i A 


b) Coordonatele palatului de- ii 4, n 4 sînt soluțiile sis- 
temului 


32 — y = 3 
20 + 3y 34? a 


i 12 __20 ý A 
Rezultă: £y = a Yu = g „deci d, e i ei 


AM = s; = Y (zu — a F (yu — YaF = 0,37 mm: 
PM. = 8 = Vian — Tp)? + (yu — yp} = 3 m. 


"“briinul mobil se mişcă timp de ` a 


“în = = 0,12 sèsunde. 
T i 


De aici (4. = î3) avem 


an 


c) În acest timp (t = tz = la), al doilea mobil a parcurs distanța 


l S= Vala = 0,24 m, ji (12) 
Distanţa cerută este sg 


d=V FFF = 308 m; 5 43) 


1.14. Un riu i i i 
aaee Yie h Aoa Apea d și curge cu viteza v. Un vislaş poate 
a) orientarea vitezei u. astfel ca vislaşul, plecind din punctul A 
i i pe malul opus în punctul B (v. fig. 1.14) pe drumul cel mai 
b) idem, în timpul minim, să a 
oarecare; 
c) valoarea minimă 
CIBC = k). 


jungă pe malul opus, într-un punct 


a vitezei u astfel ca vislașul să ajungă în punctul 


-Fig. 4.44 


i > 


Soluţie. a) Drumul minim este, evident, traiectoria AB.. 


a). Pentru aceasta este necesar ca 


Viteza rezultantă u’ trebuie să urmărească această direcţie (fig. 4.14, E: 


a! = àrccos > 
>u 


b) În acest caz viteza u trebuie să fie dirijată după direcția AB 


(fig. 1.14, b), adică . 


a" = arctg +. (2) 
v i E 


ic) Din interpretarea vitezei Umin ca diferența vectorială u — v, 
rezultă (fig. 1.14, c) că 
; : Unin L w 
deci Ai 
| pd tit 
VFR 


“Ulmin = d toS a” =! 5 


.1.15.. Pe o şosea se mișca. uniform-rectiliniu un autoturism. şi. un 


„camion cu vitezele v, şi va (v; > v2) în acelaşi sens, precum şi un microbuz 


cu Viteza V4 (Vs < Va < 1), în sens contrar. La un moment dat distanța 
dintre autoturism: și camion este d4.: Autoturismul.depășeşte camionul 
și după depășire se f , 
află, la alt moment, la 

distanța dz de acesta. ; 

Ce distanță -inițială _ | 

minimă trebuie . să ` 

existe între autoturism 

și microbuz pentru 

efectuarea în siguranță 

a manevrelor indicate i 

(fig. 1.15)? kon "Fig. 1.15 


` 


Soluție. În figură sint indicate prin`T, C, M — pozițiile iniţiale ale 
celor 3 vehicule, iar prin T’, C’, M’ —.: poziţiile acestora după acelaşi 


= vt 
jii S = val t| 
use observă că l E PRAI DER l 
i s= +d + so 


nt =d + da + vat 


de unde 


i t= Ath, (4) 
. Vi — Va 
De asemenea i . ; 
á i dmin =sSr+ Su i nz (5) 
de unde : TA J 
din = (d+ do) + va) (6) 


1 — 0z 


1.16; Fie o cale ferată dublă pe care circulă două trenuri în același 
sens. Primul are viteza vı, iar al doilea are lungimea l. Între ce limite 
este cuprinsă viteza celui de al doilea tren pentru ca un pasager” din 


primul tren, care priveşte perpendicular pe fereastră, să vadă-un timp £ 
al doilea tren (fig. 1.16)? : i , 


„Fig. 1.46 


Soluţie. În cazul în care v >va, călătórul observă al doilea tren de 
la coadă la cap (fig. 1.16, a). . š Ș 
Avem relația z 


l Sth (1) 
sau : > 7 
mm O (2) 
de :unde T i ; 
2 . le e Z 
U2 = 1 — e (3) 
EA E] 
20 ea i Pia 


În cazul cînd o, < ve, călătorul observă al doilea tren de la cap la 
coadă; avem relaţia (fig. 1.16, b) : 


S1 = S2 — la (4) 
pa molii i N 6) 
SEER iale air j 
ee tati an n în rap at ETE rad 
| Eu e rău edr ă 0) 


cezultă că abscisa unui punct curent (ecuaţia mișcării) este 


S = SoF Vot + 5. a (7) 


II. MI i e 
ŞCAREA RECTILIN IE VARIATĂ În problemele în care nu se dă timpul, se foloseşte ecuaţia lui Galilei 
(obţinută prin eliminarea timpului între ecuaţiile (5) și (7)) 


ȘI ÎN CÎMPUL GRAVITAȚIONAL | po A. peN 


se A pu , i i 2.2. Un mobil este aruncat pe un plan înclinat sub unghiul a cu 
a mişcării unui, mobil ce se desfăşoară pe viteza iniţială vo. La revenire, viteza mobilului se reduce de k ori. Corpul 
constantă a, ştiind că la momentul iniţial urcă pe plan pe o anumită distanță mazimă. Să se arate că mazimul 
, è unctul A (OA = s) şi are viteza v Å = Vo distanței mazime se obţine dacă unghiul planului devine a«' = arcctg p, 
Soluţie. Folosim cele două ecuaţii diferenţiale i unde u este coeficientul de frecare - i : 
: $ . pe plan (care în prealabil trebuie 
determinat; fig. 2.2). 


2.1. Să se .deducă ecuaţi 
semiaxa Oz, cu acceleraţia 
to = 0 mobilul se află în p 


(1) : 
Soluţie. Acceleraţia mobilului 
j la urcare, respectiv coborire pe 

(2) plan are valoarea A 
2 Vaal = atsina-tucosa) (1) 4 
p- . Fig. 2.2. 


unde v și s reprezintă vit i i n i 
E a a ni a ata, respectiv spațiul parcurs după “timpul t. 


a, = g(sin æ — p cos a). (2): 
mn f M ia r -n m Se deduce (din ecuația lui Galilei) că 


Ştiind că | e Si i AB = lmas = 


ga 
0 y 
a  2g(sin a + p cos a) 


şi se observă că 
4) E. dee m 


` revine că viteza mobilului la un moment oarecare £ este an 
semiak À ; F unde viteza de revenire este 
Din a doua ecuaţie diferenţială avem 


i ne Tida "“ Rezultă că 
s= |uar (wot andi ass g ce 
* "i 2 e 
Observind că — i 
sin a — p cos a Sp’ 
Sin æ -+ ţi cosa 


de unde i 4 
_ sina 1— k 


anm i 8 
cosa 1 42 © 
Be derivează lmas‘ în raport cu a şi se obține după anulare i 


cos a’ — y sin = 0- : (9) 


unde g’ este unghiul indicat de` problemă. 
Din (9) se observă verificarea condiţiei date. 


2.3. Pe axa z'z se mișcă, în același sens, două mobile cu vitezele 
iniţiale vo Și Vag şi acceleraţiile a, și ap. Ele pornesc în mișcare din același 
punct, dar al doilea:are o întirziere f ' . f ` 

a) Cu ce condiție estè posibilă întilnirea corpurilor? di „i 

b) După cît-timp are loc o singură întilnire a mobilelor? sia dr 


€) Ce relaţie îndeplinesc vitezele mobilelor în momentul întilnirii 


r Soluţie. a) În momentul întilnirii abscisele celor două puncte 


Zi = dat + = e coros ady 
Si Eat LA sd data 
Ta = Volt — to) EzE h se metie = a (2) 
vor fi egale, deci ecuația © . îi. taii | a 
Pla, — as) + Z(t — Voz + aato)t — îi + 2vozto = O (3) 
trebuie să aibă disciîminantul pozitiv, adică i i 
(tor — Voz + azto)? > (a, — aa)(2voto — Be > 4) 


care este condiţia cerută de problemă. - „i 
b) Mobilele se intilnesc 6 singură dată (dacă discriminantul e nul) 
după timpul ` + i “ce met 


Vo2— Vor — Gal, 
p = Do: Von alo | 


SIR : 5) 
>~ a ba È i 
ce) În momentul întilnirii vitezele mobilelor au valorile 
` i sad i Vi = va Fat ` (6) 
i Va = vog + a(t — t) w} 
„„: Se poate verifica că Be S, pasi A | . 
x Li = Va: s uita (8) 


d4 A 


ES 


l TEET nan a a: A 
2.4. Pe axa z'z se desfășoară mișcările 2 l+ T ȘI Z3= v(t — to). 
Să se afle întinderea mazimă a domeniului de valori ale lui 4 pentru 
care întilnirea mobilelor este posibilă. 


Soluție. La intilnirea mobilelor, abscisele lọr' Vor fi egale (z, = z4) 
ceea ce conduce- la - ` i | 


at? + 2(0, — vot + 2uzto = 0. F (1) 
. Rădăcinile acestei ecuații temporale trebuie să fie reale, deci /. : 
(vı — 2a)? — 2avata > O, | (2) 
De aici i 25 
0< i s iu, (3 
h pi 2davp . 


2.5.“Un mobil intră cu viteza vo într-un mediu rezistent şi după ce 

străbate distanţa d viteza lui devine v (v < vo): îi e 2 
Pe ce distanță mazimă. poate înainta corpul în mediul respectiv? 
Care este timpul mazim de deplasare? ; 


Soluție. Distanța cerută este atinsă în momentul opririi corpului 
(v = 0). Din ecuațiile - ' i 


v? = 48. 2ad . (4) 
0 = i$ + admis tite si min (2) 
deducem nA l 
pas F EE SE mai (3) 
` Dissi Fns pi ceri aget 


unde a este acceleraţia mobilului în mediul considerat. tt În 
Maximul timpului de mişcare se obţine tot la anularea vitezei, adică 


0 VoH almas (4) 
de unde : $ d Si i 
OTE. ANR 6) 

e Matea. 


2.6. Un mobil execută, o mişcare. recțilinie, conform ecuației =, 
=5 +.21? — — t’. Să se determine în ce moment viteza mobilului este 
makimă şi care este această valoare; pla: 


r E i | A 25: 


Soluţie. Derivind ecuaţia mișcării în raport cu timpul, avem 


= 2 = 8 4020, ta fi 
Derivind în continuare, avem 
| a= o Sea (2) 
Prin anularea ultimei derivate rezultă 
[lu oma = 15. ; . (3) 
deci T j | 
Ymax = t(1) = 7 mjs. F (4) 


2.7. Un corp cade liber. de la înălţimea A, iar altul e lansat simultan 
de la suprafaţa Pămintului. Ce culminaţie atinge ultimul mobil ştiind 
că e îndeplinită condiția, ca mobilele să atingă simultan solul? 


Soluţie. Primul mobil cade liber în timpul 


t4 = | —. j 1) 
| Iz & (1) 
Al doilea urcă şi coboară în timpul 
t = 24, = 2w ` (2) 
=g ui 


aiibi e “ea r Did Ig ve “ii peke knea i 
: — = |=: > i (3) 
E E, 
de unde : 
& 4 I; 4 
a = |? O 
f = E e yý S Areya [E $ i 
Înălţimea maximă a corpului al doilea va fi E a, 
Pi Fa Mies apăsa DE ERE TAT “sit a k iis js Pig | č ui ace +3 
26 d 


. pe verticala extremității drepte a barei.) 


. 


2.8. O bară cu lungimea 7 se deplasează în lungul axei. z'z cu 'accele- 
raţia a. Un punct material se află în planul z0y la o anumită înălțime. 
Ce valoare poate să aibă această înălțime pentru ca punctul material 
să poată atinge, în cădere liberă, bara mobilă? (Iniţial, punctul se află 


Li 


Soluţie.. Punctul material cade liber în timpul : 


e, 3 i it = V—, . E a pă A f (1) 
în a E Bea m m el i 
iar bara se deplasează, pe un spaţiu egal cu lungimea ei, în timpul. 
pa r= 2. aut aa d ao oa VA 
Cei doi timpi trebuie să fie egali, deci 
e kox a 
paee E O 3 
Lu APT Mann K 


Se observă că pentru t =0 = h = 0 şiv pentru vajz "avem 
sa a z 


l h = sila. Înălțimea cerută va satistade relația je zi 
onet: , 4 
iai a ice Drep ej Brio fapt, 


2.9. De la ce, înălțime trebuie să cadă liber un corp astfel ca o distanţă 
dată l (E< h) să fie parcursă în ultimele n secunde? ` 


Saluţie. Din enunţ rezultă, că, Halona wE 
n . a-i dei dati i 2 i rit nmn ge F oal ds 

aug cea Vl, ni rhe i ketot eme Ete efh oiite auy) 

i 2 = tote lata 


hi Bian ia el tit 0) 


De aici, timpul total de cădâre (pe Moată înălțimea) este 


; 21 + gn? ` 
dta i areta Trgni în yH 
S pg WTE e Ma gi d 
Înălţimea cerută este o 
© 3 AA Egy} 
uk i Pena se 
FA Pta 


2.10. Un corp cade liber de la înălţimea A. În cit timp este parcursă 


distanţa 4, (k < 1) știind că ea este plasată la distanţ, 7] 
extreme ale căderii libere (fig. 2.10)? : Di iar éa 


Soluţie. Distanţa AB are valoarea 


(0 


"A :8 [4 D £ Şi este străbătută în 
timpul 


LA i-ai (2) 
£ 


Distanța AD are 


r hkh h 
AB=h = 2 0 ph 
27 2707A 


` Fig. 2.40. i 5 valoarea 
À Mo th 
AD = —+ = — AS 
3 + 3 (1+ k) 3 „(3) 


şi este străbătută în, timpul pih 
T ES - 
2 = | ———. 
ară 
Timpul cerut de problemă are valoarea 


i sau Pe apa vre e | 6) 


(4) 


2.11. Un corp cade liber astfel încît în ultimele k secunde parcurge 
“a n-a parte din înălțimea totală. În cit timp cade liber corpul pe întreaga 
distanţă? E G 
., Soluţie. Avem, evident. 
w. 


; ma Sti SR cite FI fe ari (1) 


iyi 


Din enunț ai rezultă că distanța h sik este parcursă în timpul de, 
i — k secunde, deci iar Rine e pigia 
AS T gÈ R f x 
2 = fe ha, A : 
= D= fe B 


"28 


Rezultă d re j 
e — 2nkt + nk? = 0 | i (3) 
de unde timpul cerut va fi “i 


tone (1+4). y 4) 
n a vă “A ega 


2.12. Un corp cade liber în apă, de la înălțimea hı deasupra apei și 
după ż secunde revine la suprafață fără să atingă fundul vasului (adin- 
cimea apei este 4). Se cere condiţia ca și la o nouă cădere de la înălți- 
mea” kh, (k > 1) mobilul să nu atingă -fundul apei. 


Soluţie. Corpul atinge apa cu viteza inițială v; = V2gh,. El pătrunde 
în apă, unde are o acceleraţie a < 0 și:în final se oprește, adică . 


` .  0=m—ah 0) 
de unde timpul de oprire h va îi. i 


% l 


h=. Piras ; N V a 
Corpul ajunge la suprafață în același timp î,, deci 
` 2v, 2 A Aa 
t= 24 == 2/5 i (3 
mBo ya 0 
de unde © > A e AR e + etica a 
2 a : 
a Va 4 
Viteza de impact la a doua cădere este” X | : 
a a da Vă, E 
| . Deci, corpul coboară la adincimea- | d 

i z ze n j via kt. pati sec 3 i i 
pa Etin, P a aV a 5 a pat d nji 
---Gorpul -nw-atinge fundul vasului dacă k < hļ, adică- — |--- ] 

. TFN] AN E Eine mu pai on 
a E SA A rs i i 
Oe EEE ES E AEAEE i ei E 2g ii a oaie ea cf 19 


2.13. Mişcarea rectilinie uniform variată e caracterizată de mări- 
mile: spaţiul s, viteza la un moment dat v, viteza iniţială. vo, accelerația a 
şi timpul de mişcare t. Cu aceste mărimi se pot alcătui probleme „directe“, 
rezolvabile prin trecerea directă a datelor în formele adecvate. a 

Să se afie numărul maxim de astfel de tipuri de probleme. 


Soluţie. Se poate observa că sînt necesare 3 mărimi cunoscute pentru 
a determina două necunoscute. Numărul de probleme cerut este 


Nazi = Ca = 40, t% 
Structura tipurilor de probleme este dată în tabelul de mai jos: 


Li 


Necunos- Modul de determinare a necunoscutelor 


cute 


PEE 
oS pigi 
2s 


~". 2(s = w) 
Ge 


2.14. Două mobile pornesc simultan din punctele A și B, aflate 
la distanța d, unul spre altul, cu vitezele inițiale v, şi voz şi cu accele~ 
rațiile a, şi a2 (care pot fi atit pozitive cit şi negative). Ce relație tre- 
buie să îndeplinească accelerațiile pentru ca mobilele să se întilnească 
o singură dată? A i 


z 


Soluţie. Ecuațiile'de mișcare ale mobilelor sint 


ut i? A 
8& = t = — / 1 
1 = Vat + 2 i E 
Sa = Vot + < N i | i d i 42) 
Este evident că i o | "PR 
FA S+s=d > NR (3) 
ge unde. l h l; 
a ă (a, + aat? — 2(vo + voz)t — 2d = 0. -. (4 
Pentru o singură intilnire e necesar. ca fad p tota 
(Vor + o2)? + 2d(a, + a) =0 .: £ (5) 
de unde condiția cerută se scrie f b 
4 
Gt a = — z (dor. + Vo)”. l (6). 


2.15. Un mobil este aruncat de jos în sus încît în secunda de osdinul 
k(k < în) corpul parcurge distanţa dată hy; Să se afle momentele de. 


timp în care mobilul trece prin mijlocul înălțimii mazime atinsă de corp. 


Soluție. Există relaţia 


ha = op E [age 0 E n ami ro A) 
de unde viteza iniţială de lansare este cai 
2hr + 2gk — gi: 


iiher fe `a debili o? 2 îi N j EN si (2) i 
Se construiește equaţia : tag Aa 
s Én h 2 ti e? 
Vol! e Boti a E a TO 3 
ba EAD te 6) 
at 


de unde; 
iopen — (16ghr + 16g?k — sgn)? + 4 d 8ek + gi + dee — 
< = 2għr — 297 = 0, (4) 
Rezolvind această ecuație, vom „găsi totdeauna două valori pozitive 
neegale ale timpului. Valoarea mai mică reprezintă timpul după. care 


mobilul trece, în urcare, prin mijlocul culminaţiei, iar valoarea “mai 
mare reprezintă același moment la coborire. 


2.16. Un corp alunecă pe un plan înclinat de lungime Z Și înălțime h. 
Coeficientul de frecare este u. Să se afle viteza mazimă și să se indice 
condiția de posibilitate a sa (fig. 2.16). 


Soluţie. Se- observă. că: + 


a VI /I3 5 i i 
cosa VIE. 2 


u 


l Corpul este acționat de forțele 


Fig. 2.16 


Ga = mg sin a= mg e (3) 
A o ) I 22 pă 
și i F = umg cos a = um LEZE, 


(4) 


„Rezulţanta lor produce coborirea accelerată a corpului și are valoarea 


hat da ma SG Pi iri be ti) 


iar accėlerația imprimată 
' a= U-V ETT O 


Corpul coboară ‘fn timpul 


2 P ae ai 
ie EAS VER ei 0. 


” Viteza maximă se va obține, evident, la baza planului $ are mărimea 


Vmas = ate = Veh- u VEE. + spin (8) 
„Se impune ca .:: i < 
| LEA S L u 


32 


à h 
== 1 
sin æ i KoA 


7 


2.17. Un mobil- este aruncat, sub unghiul a față- de: orizontală -cu 
viteza iniţială vọ Se cere: 

a) În ce moment mobilul atinge înălțimea mazimă şi ce valoare are 
această înălțime? 

b) După cit timp mobilul se află cel mai departe pe orizontală și ce 
valoare are această distanță? 

c) În ce moment viteza 
mobilului este minimă şi ce 
valoare are această viteză? 

d) Pentru ce unghi de 
lansare depărtarea: maximă pe 
orizontală este cea mai mare? 

e) Să se arate cum se re- 
duce aruncarea oblică la alte 
mișcări mai simple din cimpul 
gravitațional. (fig. 2.17)? 


Fig. 2.17. 


Soluţie. Aruncarea oblică 
este compusă dintr-o translație 
uniformă pe orizontală și e mișcare uniform- încetinită, cu acceleraţia 
a = — g, :pe-verticală. : à 

„Viteza. inițială se descompune în două componente” 


a Vox = Vo COS & f A 
pe Voy = Yo Sin & A A , (0) 


astfel incit. coordonatele punctului la un moment dat ż¢ vor fi! 


T= Vor = Vt cos g, i (2) 
e 8 pa i ge 
= Voy Í tt = Vot sin a — > 
y ov 2 oi x 23` ia 


Prin eliminarea timpului între ecuaţiile parametrice (2) şi (3); se 
obţine ecuația traiectoriei 
E 


M x 
2v3 cos? a ü (5) 


y =xrtga— 


`a) Acest trinom de gradul II admite un extrem (an maxim, “căci 
a < 0) pentru 


: tza vå sin æ cosa . .:.:* Eia 
Ta regiei am ELO 6) 
2 E 
'*08 cosa sot par fwi e te 
3 — Probleme de fizică E 33. 


ceea ce conduce la 


Observind că . i p ie tiai “ay 
je j ` Emax = Vomax COS &. nn tdu”. 

J mi i 

ayem ii Y Aa alee 
Imas = i (8) 


: E am as Pi 

b) Virtul parabolei împarte! graficul în două, părţi. egale. Rezultă 
că maximul timpului, de deplasare va fi spa ea amar ta 
i e 2v sin g i O 

Pease = i =n ta 
i Si g ei ii 
Analog, maximul distanţei pe orizontală va fi 


2 á ` y 4 4 
Znas = mas = 20 sinda, e (10) 
$ ui Ne e T R TE v 
“fba un moment dat L, proiecţiile vitezei pe cele două axe vor fi, 
4 an TER ian i (11) 


Ve = Vos = Vo CÒS 
L gt = vo sin g — gt < (12) 


Vy = Vou 


D. 
astfel că avem 


Derivata vitezei în raport cu timpul este 


dv _git—vgsina , (44) 
d v: Sa 
Din anularea ei se:obţine ... o ait Seng E AR ma ul a 
i i m PO e å , (5) 
1=0min i Ba 


şi respectiv 46 


Umin = Vo COS & „fi A~ 
aiectoriei.. 


da 2 
adică nica: vitezei se obţine în punctul culminant al tr 
d) Este ciar că trebuie ca Sn ; 2 
sin 2a = 1 = sin 90%; 
i sad ~ 5 __ pre 
de aici, unghiul care îndeplinește condiţia cerută este ag = 45, 


4 


34. 3 CE a =i 


i ps Vara = Vy v? — 2vogt sin a + gta. i (48). 


e) Pentru 4 = —90* și v, = O avem cădere liberă; pentru a = 0° 
avem aruncare pe orizontală; pentru æ = 90° avem aruncare de jos 


în sus; pentru a = —90* avem aruncare de sus în jos. 


2.18. Un mobil este atuneat. în sus cu viteza iniţială voi. După o 
întirziere t este aruncat al doilea mobil cu viteza inițială vog (Voz > Vo) 


(fig. 2.18).: Se: cere: se 3 

a) Să se determine valorile de extrem ale elementelor 
mișcării primului mobil. 

b) Ce condiţie trebuie să îndeplinească intirzierea to 
pentru ca mobilele să se întilnească: 

1). în punctul culminant atins de primul mobil; 

2) la urcarea ambelor mobile; | 

3) la coborirea primului și urcarea celui de al doilea? 

, c) În ipoteza că vu > Yoz,.ce valoare trebuie să aibă 

întirzierea 1, pentru ca timpul după care primul mobil se 
întilneşte-cu al doilea să fie minim. 


1 


Soluție. a) Aruncarea de jos în sus e compusă dintr-o 
mişcare uniform rectilinie 'pe verticală în sus cu viteza Vo 
şi o cădere liberă, rezultind o mişcare uniform încetinită 


cu acceleraţia a = —g. Viteza, respectiv ‘spațiul la un „Fig. 2.18 
moment dat vor fi.: și 
i. ys v= v — gt w 
gt. i 
h = n> 5 . i : (2) 
"“Trinomul (2) admite un maxim pe ntru timpul 
e i v 
burane sa | max = ty = 2 i (3) 


cäre reprezintă şi timpul de.urcare a mobilului. Introdusă in (2) această 
valoare:ne dă înălțimea maximă. atinsă de corp, iar introdusă în (1) 


ne dă viteza minimă a mobilului. Avem deci 


à A a 
i t tu, = 2 
ty Lai ` 
bi , 2 
Vo: 
max = h = ML 
t=tu, t: 
E 
d Vmin =V = 0; 
tæt, 


i ă că ti ji imulvi mobil (de 
b) 1) Din text rezultă că timpul de mișcare a primului x k 
la dă pînă la intilnire) este egal cu timpul de urcare /4), iar altitu- 


dinea de întilnire este 


2 
în = hmas 1 = te (7) 
"În aceste condiţii, mobilul al doilea se mişcă pe distanța 
ha = voal — ta) — (0 — to) = masa 8 
sau 4 i 
v E [Ya ._ v 
a (0) ze o 
sau | Li 
g — 2(0oi g — Voz 2)to + 2v8, — wor voz = 0, .. : (0. 


Soluţia acestei ecuaţii (convine numai semnul plus în faţa radicalului) 


ne dă condiţia cerută 

tal Pe: ea 
' y 4 __ Dos — Voat | Vo — Vu, 
o z TEF 
2) În acest caz trebuie ca 


to < 
0 > g | 
3) E necesar ca A, 
N Vo — 22: + V voz — 204, 
o rege e 


c) În ipoteza impusă de problemă, întilnirea e 
coborirea primului mobil (respectiv urcarea celui de 


pe AN i 


an 


as 


posibilă numai la 
al doilea). Primuł 


mobil pleacă din punctul A şi se întilnește cu. al doilea in C pe distanța 


E, 
n > 


. Al doilea mobil se mișcă din B în C pe distanţa 


ha = val — t) — 3 tr to. 


"Se observă că ' 


36 


üg 


(15) 


— i). (16) 


Derivata distanței AB în raport cu , este 
dAB) _ 

dto 

Se anulează (17) şi se obţine 


| t— p= 
care, introdusă in (16), ne dă 


t= — Vă — vh 
i E 
de unde . : 
MRS am da +V vh — vie, 
E 


2.19. Un corp cade liber de la înălţimea h. Se cere: 


a) Spaţiul parcurs în ultima secundă, 


=; vo + El — to). 


b) Timpul în care e parcursă ultima porțiune h’ < h. 


c) Să se împartă înălțimea în n părţi care 
să fie în același interval de timp. Să se -atle 
valorile porţiunilor. ` i 

d) Să se împartă înălţimea în n părţi egale 
şi să se afle intervalele de timp respective’ 
(fig. 2.19). i 


Soluţie. a) Timpul total de cădere este 


Dă o 
g f 


adică, pină la ultima secundă (exclusiv), . căde- 
rea durează i 


Ik 
Comte be i, e) 
TE i 
În timpul ? corpul cade liber pe distanţa 
, d g 2h ' 
K = 2t? =h4 2g |Z. 3, 
2 i aS g. p 


7 


Pentru ultima secundă, rămine distanța 


pt. 


b) Timpul în care e parcursă distanţa h — h este 
i da | 25 =) 
i 8 ui pe te ta Blu a 


Pentru ultima porţiune rămîne, timpul , 


Pit SyaT V IETT] 


o Fie h, PI se has: porțiunile în cauză. Esţe evident că 


| ha ha < hy Godha Chu (7) 
hi ha Hh a H haig ha hi E 
Porțiunea h, este poremeă în timpul t, adică N ye A i í 5 
ge n Aa 
e è a . i a Po a (ir s t : (9 
t j i i dă: a? 1 = 2- p 2y S e . pi si 
Porțiunea ha respectă relaţia i atu j i | NTA 
Wa să a + i 
ha = 2 pai Ep, | 10) 
e] „= Bop : ao; 
| A treia fă în relaţia. . ; ; iati 
| oei i 
iii A (em = £ a= E 04) 


i 
| Ana porțiune va fi 


mă (a — 


stie 


Ea po an DEE. t 02) 


i 
i 


© Se bbservä că i y { 

' i T (le PI PRIN APERE. ia al 

i Fa A 1 3-5 "Dr A bir SACILOR 
hi Fr ha kr se + ha h B (44) 4 


1345 2n-l re 


š 


A 1: 
h == i 
ten h : $ 
DR 3 
ha = h FA 
PR 5 i į 4 i 
ha = ah o 
, inot 4 a Üi ela 
pi Aninei 
>a) Se observă că dai pe ca cui 90 a 
hi ete catia ag E e igu Ee  do 
A R tjw, a 
Timpul in care este parcursă distanţa ha este dup de relația ; 
T. y i 
Ti aa Ba ; 
| a h EPE ge (17) 
de -unde, CC e ua f be 
i IE i p dai pba d ks 
ti = Oi 20). 
oi ja v0) ; (18) 
Timpul în care este parcursă distanța h + ha e 'dat de relaţia l 
i 2h -ot pg 
hihi et , E 
| À n 2 a e i (19 
de unde 
i pre tă a - ng y Aek ga 
Deci, timpul în, care este parcursă numai distanța ha va îi 
| h2 = toi af ETE i a 
12 02 1] Stai ng -T Vi). f + E F (21) 
$ G 39 


Analog, găsim : 
t= 23 vV? (22) 


a 27, a = 
tnin = (pas 
o . 


2.20. O paraşută cade de la o înălțime oarecare în timpul t. Ea 
are masa m şi se mișcă uniform rectiliniu un timp £! secunde (t = kt; 
k < 1). Să se afle raza cercului mare al parașutei și înălţimea de cădere. 
(Se presupun cunoscute constanta C de la rezistenţa la 
înaintare -şi densitatea p a aerului (fig. 2.20.) : 


Soluţie. Dacă porțiunea BC este parcursă în timpul t’, 
rezultă că porţiunea AB (căderea liberă) e parcursă în 


timpul 


t =t—ť =t(1— k). (1) 
Viteza maximă (viteza limită) e atinsă în punctul B, 
adică ; a 
Up = mas = 1 umita = gt" = SU — k). (2) 
La atingerea acestei viteze, greutatea G a parașutei 
este egală cu rezistenţa la înaintare R 
Fig. 2.20. . mg = CS ptas ( 
sau nr?CpVhas = Mg ( 
de unde l 
E m l= 6) 
Li Se k) TC pe Ua 


Înălțimea totală, de cădere este 


h= Hh = EČ im E 


2.21. O bilă cade liber de la înălțimea h și se lovește de un plan 
orizontal. După fiecare ciocnire, viteza de revenire pe verticală se reduce 
de k(& > 1) ori. Să se calculeze spaţiul maxim parcurs de corp şi timpul 
total de mişcare. 


Soluţie. Se alcătuiește tabelul: 


Viteza À Înălțimea 


Înainte După De cădere | De urcare Înainte f După 


de inns după f d 
A ciocni) „AUR „de, per 
ciocnire nire | spre plan | ciocnire | ciocnire | Ciocnire 


Se observă că 


h = ha 
ha = ho. ` i (1) 
; : . „m-a = how 
Spațiul parcurs de corp va fi ; 
O O OOE. 
=h +2h|— + = + — + e H | 
s=h+ (+ tpt +z) (2) 
sau DEE. . 
a’ 
ai EE PE = h +A, t) 


'Se observă că 1: À 
e a 3 Pee îți e otet a 
io hegi Amka 


la = tes 


o aaa eie za a A aa 

“Timpul de' mișeare va fi ; x tA j 
o VIR DI [aa jat: à pea] 
OA g tate tt, 6 


5 


-ide unde 


gi EHL. 
t = V 2gh EET i 
i i 
2.22. Pe axa Oz se desfăşoară mișcările: m, = kt? + kt + ks $ 
o = kit? H kat + kz. Se cer: A F è 
a) momentul de timp în care distanța dintre mobile. are. valoareh, 
į extremă şi valoarea acestei distanțe; : : A | 
b), valoarea vitezei relative pentru momentul sus. amintit. 


| 
| 
| 
| 


MR. Soluţit..a), Distanţa dintre mobile va fi _-. 
3 d = z2 — t 
sau | yA ai 
d = (K — e + (kh = Kadt + ki — Re 
- Derivata acestei distanțe are valoarea 


d =. a 
SĂ — aie E kay + kh = ka 
vat e angy sh vie 
Prin anulara! ei, avem! îţi 
i pr 08 | g i trd Wg 
dp în `o a ha ka 
t]a= e „238 
l [l d extrem 2(k; E: kı) : 
ar TE" 


j 


fă i 
oN A eel MEORE. H T. 
` -Alki > k)(ks + ka) — (ka — ka)? , 


d 
ii S Ak — ka) 


b) Avem P ; 


dx . 
$ m me dai R 3 
dza : E, . i i 
= — = kt + k i 
Va dz 2kit + ka a (6) 
v, = vg — Pa = Pilki — ki) - A — he pl 
Pentru timpul calculat anterior, aveni:. vp = 0, + Kei fi cn” 


. 2.23. Pe axa Oz se desfăşoară două mişcări astfel incit! distanţele 
mobilelor la originea'0O a axei'sint rădăcinile ecuaţiei: %4? + kata + 
+ kat E ka = 0. Se cer momentele de timp după care cele două distanțe 
sint egale. i i 


Soluţie. Cele două distanţe au valorile cai E Ra 


— hat + V RE hhk F k), 
TOR dh 


Tia = 
„ Distanţele sint egale dacă Yo 
: = K‘ Akilkat +k) = 0 (2) 
sau i o euie gei t 
X KP — kikat — Aaa = O (3 ) 
de unde $ E 


hat VIET ay 
tn daci kè N ( ) 
h a. y 
care sînt momentele cerute de problemă. 


"+ 2.24. Pe axa z's se desfăşoară o mişcare descrisă de relaţia: 

£= kt? + at? + hat + k, Se cere să se deducă valoarea accelerației 

mobilului în momentul în care abscisa mişcării trece printr-un ezirem. 
E 


-` Soluție. Avem -| pa Sioa 
Z E = ae pie ze zu NR 
de unde tip: ~ “jt a, 3 PEN i d Lp r 


1 


Ştiind că 
dv 
a = 3 = Gat + 2 


lh = 2V ESk (0) 
lah = —2 VIE Shah 
2.25. Pe axa z'z se desfăşoară mișcările care verifică relaţia: 
gı = 1 — tg t; Zita +T — ta =Q. h as 
Ce relație verifică vitezele şi accelerațiile mișcărilor? - 
Soluţie. Rezultă că 
Za = ctgt— 1 
Prin derivare avem 


Se poate observa că 
: VV + i + v = 0, 
care este relația dintre viteze. Derivind în continuare, găsim 
__ du _ 2sint 
= cos3t 
2 cost 
iza . 
sin?¢ 


“Găsim că 


7 š t +a = 


(aa — 8) Vaa, 
4 


2.26. Pe axa z'z se deplasează două mobile cu vitezele v=2+ 
4 (10m + Di — (8m — DE şi ve = 1 + (50m —'5)t— (Gm + 2)t2. Se cere: 
a) Valorile parametrului m pentru care cele două viteze trec simultan 
prin valorile extreme și să se determine acest moment temporal. 
„., b) Ce distanţă separă cele două mobile în momentul în care vitezele 
lor sint mazime? . i 
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> “Soluţie. a) Se derivează cele două viteze în raport cu timpul: 


Si = 10m + 7 — 24(8m — 1) 
du (1) 
—— = 50m — 5 — 2t(6m + 2). A 
Í 
"Derivatele së anulează după timpii: i Egee i 
1m4 i / 
= 8m 71) i ” 
t = „m= 
i 2(6m + 2) | 


‘ ' Condiţia de simultaneitate este îndeplinită dacă: t =b>m=05, 
„una din soluţii). si d 
Deci, vitezele devin : i P 


n=2+ 12t — 31 E oe 3 
va = 1 + 20t — See n Ra 

i Momentul temporal cerut va fi i 
[i = h = toma = 29. ` 


b) Pină în acest moment primul mobil a parcurs distanța 


ş PE) 2 $ „2 $ 
ia f sat | (2 + 12t — 302) dt = 20 metri (4) 
VO T. Oes s i TE 
iar al. doilea i „i ai 
7 : z Daig 86 tt 
Ti = f vdt = | (1 + 20t — 52).dt = s metri.: (5) 
o o A îi 
deci O A =. - o? : . A 
i d = T, — 2, = 8,67 m, . (6) 


2.27. Se consideră o aruncare de jos în sus şi un punct M curent 
cuprins intre punctul de lansare A şi cel culminant B (fig. 2.27). 


Să se demonstreze că: 


a) Viteza în punctul curent, la urcare, este egală în modul cu viteza 
la revenirea mobilului în. punctul curent. 


á 


b) Timpul necesar parcurgerii distanţei MB este egal cu cel necesar 
parcurgerii distanței BM. 


Soluţie. a) Fie vo viteza inițială de lansare. Atunci 


(0M)urcare= vo — st = i (1) 
` unde t este timpul de mișcare pe.AM, sau 
‘(Vu)urcare = Va ȘT 2gh. A isiol (2) 
Avem ` , 
8 v? — 2gh 
k = si ei da e E E A 3 
Sms h= roS 


La coborire, avem’ 


(Wu)eotorie= V 2g = g — 2gh = (Va)urcarer, (4) 


b) Avem am d 
pi 0070 a Pon Vu deh 
Fig. 2.27 ` AN go g i 


tus = lag — tam = z7 


La coborire, avem 


m i $ 12 — Jgh sa să 
tpu = one) d = tup | (7 
| 5 $; 

2.28. Dintr-un punct pornesc pe: aceeaşi dreaptă două mobile cu 
vitezele iniţiale vo, Și Voe (Vo2 > You). Ambele mobile au aceeaşi accelerație, 
iar al doilea pleacă cu î, secunde mai tirziu ca primul. Intre ce limite 
trebuie să fie cuprinsă accelerația mobilelor pentru ca intilnirea lor să 
aibă loc după plecarea mobilelor? . 


Soluţie.. Ecuația primei mișcări (după axa Oz) este bai 


i [L-AI 

. n 2 = Vah F a 
| iar a celei de a doua și Ă 
l i EEE 
Boc uE = Volh — to) + p (imh) e 


` 


g) 


© 
vo pV) t 2k, (6) 
E i B a A 


La intilnire avem z, = z,, de unde 


yo 3 si 
P= at — 2vooto (8) 
2(vo1 — Voz + ato) si 
2 t A wyt + at ` 4 
tz Ra 0, : (4). 
- 2(0o01 — Voz + aie i 
Din condiția ca t > 0, avem fi i 
—2 bor Za Vaz >? j / 6) 


o to 
care este condiția . cerută: . -. i sj gaa ay H ţ 
RY tea E AMARA ' keri 4 
2.29. Un mobil descrie, o mișcare plană de ecuaţii parametrice: 
x =m? + t+ 2m; y =P 4+ mt (t— este timpul, m — o constantă). 
Se cere valoarea lui m astfel ca raportul dintre viteza minimă a mişcării 
gi accelerația mișcării să fie o constantă k. 


Soluţie. Proiecţiile vitezei pe cele. două 'axe sint 
dz Ey 
cc T r be ună i E 
vy = 2t m i 
deci viteza rezultantă va fi : E 
v= Vim + DE + Sm +m Hi (2) 
sare devine minimă là momentul ` P ` 


Viteza minimă va fi >- 


GA TE SW 


iar acceleraţia va fi 


, a= Vâni Fâ=2V/ F}. - (6) 
"Avem : i 
min — pe mit. i T) 
a 2(m? + 1) . 
deci š cie g i 
t R 
1+ 2k 
= A 8 
mea A Z 2k © 


2.30. Un proiectil este lansat sub un unghi oarecare: față de orizon- 
tală, cu viteza iniţială vọ Se cere valoarea unghiului de lansare pentru 
ca aria închisă de curba balistică să fie mazimă. 


Soluţie. Se ştie că aria închisă de curba, balistică ideală are veloarea 


4 3 

A zi vo sin? HE Z a) 

E i 

unde g este unghiul de lansare a proiectilului. Avem 
aa = 3sin? a cos? a — sinta (2) 

da j 
„sau 
a = sin? a cos? e(3 —-tg2u).. a (3) 
æ 


Prin anularea derivatei, "se ue valoarea cerută a unghiului de 
tragere 


a = liann = 00, pf td and n (4) 


2.31. Un mobil este aruncat în sus cu viteza iniţială va. Se lansează 
pe aceeaşi verticală un al doilea mobil cu viteză iniţială vaz < vo, după 
o anumită intirziere. Se cere această intirziere pentru ca cele două mobile 

să se întilnească la cel mai scurt timp de la plecarea primului mobil. 


Soluţie. (0) primă concluzie ce se desprinde ‘din text este aceea că 
mobilele nu se pot intilni decit la coborirea primului, (din punctul cul- 


minant B corespunzător) și urcarea celui de al doilea. Fie C punctul de - 


întiinire în situaţia precizată (fig. 2.31). 
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-perii căderii libere a primului. Avem 


' Observăm că - 


2i Dă. i 
AB = hmazi = pi (1) 
20 


=] 


Fie Pg și ha spaţiile parcurse de cele două mobile din momentul înce- 


2, f P; ` 
o hy + ha = masi = z 2) 
și 
i a Pegani A 
„ħa = volti — to) — 3 (în — îP - 
unde t, este întirzierea cerută. Rezultă 
y? 


i ; s 
+ Volti — to) — Zn- to? = w (4) ; 


relație. ce poate fi interpretată ca o funcție impliċită 
a lui 4, in. raport cu. tọ. Derivata ei este 


Hartie n 6) 
di > voz + Sto Fig, 2.34 ! 
care . prin anulare ne dă 
zi d pe”: (6) 
Prin înlocuirea lui (6) în (4), avem 
adică inticaierea cerută va fi ; ' 
i Te te pa A i a.) 
sau 
i pa aa, -~ 49) 
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i 


kë ase tat aie, yod 
E dy ( z 1Y r, 4 fiz 
Rd Wa dosin ete a LE i 
| |. ! ; > dt kJ: k 3 
de unde; timpul de extrem are valoarea qrah iI ear ya pdt ba 
polii i a ia detina île 8 „Baa 
b f} , j pinks 
aaa a =a r=] Ser h — l re a (2) 
„7 i i v=0 kg ` kusing + £“ 
Rezultă p l g 
x feet e Sali piis eggo 
l yay sii L cati R ditai 3) 
si dev © gi kg 
Corespunzător, aveni 
PGi oet Cauta cm atu piy? 
i mar... n Hina (4): 
) 2 “er? dat + kvo sin a) 


Pentru a afla timpul total de mișcare al primului :mobil, adăugăm 
Ja 4, timpul de urcare corespunzător. Avem 
i 


- v vo — | ri — 78 
ka (tiJtota = Mu — te = V tă . (10) 
Vaz ag itere 3 - i 


2.32. Ecuațiile parametrice ale unei aruncări oblice sint ` 


PIB Ug COS ta a e*t) 
o 


d 


j ; ` 1 % 4 -kot t 
MER = — |v sin a + >| (1 — 69) zu 
Dea =g ( a A. . ) k a 
“unde dpi reprezintă viteza inițială și œ vrghiul de arencațe, iar k este 
„0 cobstântă. Se cere săgeata traiectoriei şi semibătkhii acesteia. 


Soluţie. „Se derivează: ae 


(Relaţia (4) este valabilă numai pentru valori foarte mici ale constan- 
tei k. În caz contrar traiectoria nu este simetrică td raport cu verticala 
punctului culminant.) o & 


III. MIȘCAREA CIRCULARĂ UNIFORMĂ 


"3.1, Se dau două traiectorii concentric6 de raza „R, și Ra Pe, aceste 


cercuri pornesc simultan și în același sens, în rotaţie uniformă, două 
mobile cu frecvențele v, și .v2, din poziţia în care ele se află pe același 
diametru orizontal la distanța cea mai mică. Să se afle momentele de 
timp după care distanţa dintre mobile este mazimă, respectiv minimă 
(fig. 3.1). i : A N 44 


Soluţie» În condiţiile stipulate 'de problemă, mobilele pot pleca 
numai din punctele M, și M, ajungind după timpul ż în poziţiile A și B. 


pnghiurile AOP =% žá- iii 


Dă ga Sica 
Je căror valori ` sint 


a = 27y (0) 
az = 2r vgt. (2) 


Se observă că 
i AP 


sin d = 
1 
sui tie E (4) 
CI ntre d r fa 
dë uăde "+ 


A P= R, sin 2 (5). 
tori OP Ri cos 2mwt, ` (6) 


Eata pi poean Mea t; 
Similar avém 


BD = Rasin 2nwg i a aa (7 
i OD = R; cos:2rivat.! ae EA BY” 
Distanța dintre mobile la momentul t va fi ii l l 


D AB= VAC BC = V (0D OPRI (BD — A PÈ (9) 


Ma denien 


at at te ag wiy 


4* 2 i ` 51: 


sau 


AB=V (R; cos 2 val R, cos 2r vt)? } (R; sin 2a vi Ra sin 2r v4)? (10) 
sau ý 


AB = d = V R} RI 2R Ra cos aa — vjl. (t1) 
Valoarea mazimă a distanţei va fi obţinută pentru s 

A cos 27( va — vt= —1=cos(2n+1)p,,.... (12) 
de pnde,, i i 
e, i 2n+1 


pe 2(v2 =) 


(13) 
pentru Va yi şi n E N*. 

© Distanța maximă dintre mobile va fi | 

A dmas = Ri + Ra | (14) 


adică mobilul 1 poate ocupa poziția M,, iar mobilul 2 poziţia V, sau 
mobilul 4 va fi în H, iar mobilul 2 in M,. Valoarea minimă a distanţei 
se obţine dacă- : j 


cos 2r(v — vw)t = 1 = cos Znm ta d, (15) . 
de unde 
| 0, SUE | (16) 
MW 4 


pentru: w # y singe Ne şi 
l dmin = R, — R, E: ; (7 


definită pentru poziţiile M, şi H pentru primul mobil, respectiv M 
şi V pentru al doilea. 5 i e 


3.2. Acele unui ceasornic indică ora 12. Să se determine timpul 
minim după care orarul şi minutarul sint: a) perpendiculare; b) în pre- 
lungire; c) din nou suprapuse. i 


“Soluţie. a) Fie timpul £ după care acele: fac. între. ele unghiul 7/2. 
În acest timp acele s-au rotit cu unghiul a, şi «m (avind perioadele Ty 
şi Tm respectiv vitezele unghiulare Oo Şi Om) astfel că 


Im = t = u aa, (D 


de unde 


b)-În acest caz gm — ap = 7 și avem 
sa ITa 
2 To a Tm) 


6) 


c) În acest caz am — ap = 27 $i avem 
le 6) 
To Si Tm 
3.3. Se dă un șanț circular, ca in figură. O bilă se află. iniţial în 
punctul O. Să se afle viteza iniţială ce trebuie imprimată bilei. pentru 
ca ea să părăsească șanțul în punctul A şi să cadă înapoi în punctul B 
de pe şanţ. Se cunosc unghiul a și raza E 
R (fig. 3.3). 


Soluţie. Pentru ca bila să ajungă din 
A în B este necesar ca viteza u din punc- 
tul A a bilei să satisfacă relația 


g ACRA aa 3 
sau 
a, 2iinacti e _afein e. (2). 
de unde 
u? = Rgsecai (3) 


„53. 


Conform legii conservării energiei, avem 


Eco = Eca + Epa (4) 
sau a d 4 
2 
P L PIE SOL 4 ma(00' + OC)! 6) 
sau i i 

19 = u? + 2g(R + R cos a) (6) 

de unde : 
vo = VZR F Zoos a F sec aj- | 0) 


3.4; O găleată cu apă de masă m este rotită într-un plan vertical, 
centrul de greutate descriind un cerc de rază R. Să se determine: 


„a) Frecvența minimă de rotaţie necesară păstrării lichidului în vas- 
`b) Între ce limite variază tensiunea din firul de legătură, dacă frec. 
venţa de rotaţie este v (fig. 3.4)? 


Soluţie. a) Pentru menţinerea echilibrului lichidului ʻe necesar ca 
greutatea acestuia G să echilibreze forţa centrifugă de rotaţie F,r, adică 


G = Fg o ais (1) 
mg = temi. i z (2) 


min = Vaa zA T -EVF F 


h) În punctul culminant al traiectoriai, greu: 
tatea şi forța centritugă sînt opuse, deci 


de unde ; 


i - Tin = Fa — G 4) 
sau / A "ae 
' Tmin = MGR I — g) 6) 
n Fig Dfe- Dacă v Ż Vmin avem ` Tmin = Oe., j 
În punctul cel mai de jos al traiectoriei avem TA 
l ES a 66) 


54 


sau “ i 2 ` R. anr 3 
| Tmas = da + AR). (2 


3.5. O pilnie de deschidere a “(fig. 3. 5) este stia la o mașină centri- 
fugă. Un corp. se află pe pilnie la distanţa. r de axa de rotaţie (coeficien- 
tul de frecare este y). Se cere domeniul, de frecvență, a rotației necesare 
echilibrului corpului. n 


„ Soluţie. a) Corpul nu urcă din poziţia: A: dacă y 
i l G= Fapt Fri ati Lena sty nt) 


Ştiind că ~ Oo e w, 
mea SR Eat dna ia EE E Š “o 
Fep = 4r?mr v? cos a „i (3) 
Fon = 42 mr sina ` ă (4) 
arh, se, în de De Stă PR aa ca debt A) 

găsim E pu ga Mri y „a 25) “ 

min = pe A P a E i © 

` b) Corpul nu coboară din „poziția A dacă £ | 
i GFF, = Ege He (7) 
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Cu aceleaşi valori ca mai sus, avem 


P Sa g Sina-tpeosa (8 
ma dn Vr cosa— usna , . : 


3.6. Se dau două cercuri tangente exterior în punctul A, de raze R` 


şi 2R. Din punctul de tangenţă pleacă simultan in sens trigonometric; 
pe cele două cercuri, două mobile cu aceeași viteză liniară v. 

Să se determine momentele 
după care distanţa dintre mobile 
este minimă, respectiv mazimă 
(fig. 3.6). 


Soluţie. Găsim că 


v 


EE 4 
“OR ţ 


N 
MAM =r- 2) 
a 
AM, = 4R sin ot | l (3) 
“AM, = 2R sin 2ot în (4) 


unde t este timpul măsurat de la începutul mișcării. 
Avem 


N Ma=d= V16RE sinoi 4R? sin at FI6RE sin Zolsinotcosot (5) 
sau Pi i . 
d = 4R sin ot T F 3 costat. (6) 


Se derivează această distanţă în raport cu timpul şi se obține 


[tlazamin = k Z = E (k = 1,2,0) D 
i =. 
[fl ama = G + arc sin ra) = a (8) 
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ar -din consideraţii geometrice. 


3.7. Două mobile M, şi Ma descriu în același sens (plecind în ace- 
lași moment în mișcare) două cercuri concentrice deraze R, şi R (R > 
> R,) cu vitezele unghiulare constante w şi %3 (oa > 04). Să se deter- 
mine viteza mijlocului distanţei dintre mobile în momentul în care 
distanța acestui punct față de centrul cercurilor este minimă (fig. 3.7). 


Soluţie. La momentul î, coordonatele 
mijlocului M, vor fi 


i Zm t Tm 0) 
2 i 
Yu — IM = YM2 T (2) 


sau 
R, COS nt + Ra cos ast 


Xu = 
i 2 


(3) 


e _ Rusin ot A R, sin ozt 4) 


de unde distanţa MO =d va fi 


d= IV RF REF RR cos (oa — at 6) 
care devine minimă pentru ` 
s 7 y | 
ta Pa d a 6 | 
cm = 6G 
adică i : | 
._ Ra — Ri i | 
din = a S Eos : 0) | 
Pe de altă parte, proiecţiile vitezei lui M pe cele două axe sînt 
dzy’ Rw sin œt + Rowa sin ozt 
25 dt 2. i 4 
dum _ Rua COS coat + R203 COS est 
vice > SU = Aia eo, (9) 


Avem 


vu = V vuz + Va EEI V Rot + Râcă + 2R,B, oa cos (0g — o) 

; , ii i i . (10) 
Race — Rio 

Yumin = [0 Mlt= haz) Bä Rios — Rir, (1) 


ci 


„_8.8.:a), Cu ce viteză mazimă poate merge un motociclist pe o pistă 
circulară orizontală cu raza R dacă coeficientul de frecare. este p? 


„_b) Se cere aceeași valoare a vitezei, în aceleași condiţii, dacă planul 
pistei face un unghi « cu orizontala. i 


c) Ce valoare trebuie să aibă înclinarea pistei pentru a obţine in 
cazul punctului b) o viteză cît mai mare? 5 ; 


Soluţie. a) Forţa centrifugă egalează forța de frecare, adică . 


ʻi i Mm k 
F. IE 3 = umg (1) 
de unde i 


, Vmax ma VagR. i ias (2) 
b) Pentru realizarea unui echilibru dinamic este necesar ca. : 
Miimas_- A a i Mies: 

——D—— cos a = pu e sein ie + mg cos « (3) 


de unde, f 

Dimas = phtige, 

imax |: 1— utga; i (4) 
c) Se observă că dacă: 4 — utg a = 0 = timas > 00 

deci $ t 


Pr [alama = arctg i ră aia (5) 


3.9, Pe un ecran este proiectată imaginea unei diligenţe în mişcare. 
Roţile din faţă cu raza R, iar cele din spate cu raza R, > R,. O roată 
din faţă are un număr N, de spiţe, iar viteza de redare este de N imagini 
pe secundă. $ ş 


58. oa S 


Roţile se rostogolesc fără să“alunece. 

a) Ce viteză minimă trebuie să aibă diligența pentru ca roțile din 
față să apară fize pe ecran? 3 

b) Ce număr minim de spiţe trebuie să aibă rı 
ca şi ele să apară fixe pe ecran? g3 

c) În ipoteza că ambele roți au același număr de spiţe (N, = Na) 


oțile din spate pentru 


"și că diligența se mişcă de la stinga la dreapta, să se determine domeniul 


de viteze ale diligenței pentru care unui spectator i se pare că roțile se 
mişcă în sens trigonometric? g j 

d) Aceeași întrebare, pentru cazul cînd spectatorului i se pare că 
roțile din față și din spate se rotesc în sensuri contrare (fig. 3.9). 


4 


l i 2 Și 4 
a | G bà 
' Fig. 3.9, 


` Soluție. a) Observăm că unghiul dintre două spiţe: vecine ale. roții 
din faţă este É i y ; . 


% = — . 1 
= N (1) 
iar timpul dintre două imagini succesive este - ; 
1 ` 
T e a a 2 
N l 2) 


În acest timp, roata din față se roteşte cu un unghi l 
i a a = ka = of i i | (3) 


unde k = 1,2... şi œ este viteza unghiulară de rotaţie. Dacă 
a 2rk = 2rkN i (4) 
Nw Nı 


roata din față apare fixă pe ecran. Deci, viteza liniară va fi 


d= oR, = 7ENR, , 6) 
| 1 
Viteza liniară minimă, va fi 
2NR. ? 
Umini = Viza = N (6) 
b) Roţile din spate vor apare fixe pe ecran dacă 
Ymini = Umina E (7) ` 
sau š ? 
2rNR 27 NR, ` 
it mut e EL. 
1 a 
de unde 
NR, - 
N 2min = 1e, (9) 


1 


c) Spițele par a se roti în sens trigonometric, dacă după timpul / 
roata se rotește cu unghiul B, astfel ca 


a 

- ka, > Ba > ka — ii (10) 

Deci, viteza unghiulară necesară ca spectatorul să aibă impresia unei 
rotiri în sens trigonometric de unghi a < a,/2 este cuprinsă în intervalu 


Ba > o > XI N, 41 


Viteza liniară va îndeplini condiţiile 


Ra RN >v > Ra RN — i RN 


DE e, (12) 
ka RN >v > ka R,N — 2 RN. | 


. 


„Se poate arăta că inegalitățile (12) sint simultane doar pentru k = 1. 


d) Spiţele roții din spate par a se roti in sensul acelor dacă, după 
timpul 4, roata s-a rotit cu unghiul 8, astfel ca . 


Qk — 1) > Be > (k — 1) m. (03) 


În această situaţie, viteza liniară va trebui să satisfacă dubla inega- 
litate ar. 
Hl * a RN >v > (k — ija R N. / (14) 

3.10. Un looping are raza R. Se cere: sr, g j 

a) Înălțimea minimă de la care trâbuie să plece biciclistul pentru 
a fi în siguranță în punctul culminant al buclei (fig. 3.10). 

b) Ajuns în punctul A, 
fixat ca în figură, biciclistul 
lansează un obiect sub ace- 
laşi unghi o. Să se discute, 
în funcţie de valoarea aces- 
tui unghi, traiectoriile posi- 
bile ale obiectului. 


Soluţie. a) În punctul 
cel: mai înalt, avem 


G=Fa (8) 
sau 
mv? 
= 2 

mE R 2) Fig. 3.19, 

ar conform legii conservării energiei 
; à A 
mgh = 2Rmg + A : (3) 

de unde Pi f a 

` hmin => 25R. ÎN ES) (4) 


b) Viteza de lansare, în punctul A, se deduce tot din legea conser- 


vării energiei . m 


2,5 mgR = sa + mgR(1 + cos a). | (5) 


si 


Din: aruncarea oblică, avem 


AB Win 2e oRsna O: (6) 


de unde 


care, introdusă în .(5), ne dă: Ă 
— cind a' < a, corpul, zboară în afara loopingului, 
— cind a' = q, corpul ajunge în punctul B, iii S'i 
— cind Ww’ a corpul cade în interiorul loopingului. iu ai 


3.11. Un autocamion parcurge o porţiune curbă cu raza R° Còefi- 
cientul de frecare este p (între roți și șosea). Distanța dintre roți, este d, 
iar centrul de greutate se află la d, metri de sol. Se cer: ©’ see: 

a) viteza maximă permisă pentru a evita alunecarea;,. ;; 

b) viteza maximă permisă pentru a evita răsturnarea 


Soluţie. a) E necesar ca forța de frecare să fie cel puţin egală cu cea 
centritugă (fig. 3.11, a), adică a A FU 


i 


Fig. 3.8. yalah ; 


MUmes 


` umg = (0) 
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de unde 
Uma = V Ryg. (2> 
b) Vehiculul se răstoarnă în momentul în care momentul polar. al 


forței centrifuge în raport cu punctul A îl depășește pe cel corespunză: 
tori greutăţii (fig. 3:11, b). Avem, la echilibru i 


Fep- da = mg a f Fi “(3y 
sau că ' R i 
Ca i | A 
Pee e corp le, tisa 4 niiata de (4) 
2 i Ñ kenti 
de unde i 
i | Rad, 
Dmax = | ——. 5) 
T NER | 2da + se Satola fh $ i 


3.12. Un cilindru rotitor de rază R, gol în interior, are aşezat pe: 
capacul superior un corp de masă m, la distanţa d de centru, iar pe pere- 
tele curb un alt corp de masă m, . Coeficientul de frecare, pentru ambele" 
corpuri, este p. Știipd că al doilea. corp este în repaus față de cilindru. 
(fig. 3.12), să se discute starea mecanică a primului corp. x 


Soluţie. Al doilea corp este in repaus 
dacă . g f 


Ga = Fra (1) 
sau 
mg = yF go = 4r? Rm/u y? (2) 


3 


de unde frecvența minimă de rotație a am- 


belor corpuri este 


1 |/ e i 
= ia 

27 | Ru 6) 
Asupra primului corp acţionează forțele F,, 
şi Fota; de valori 


Fa=pmg e (4) ` Fig. 3.12, 
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2 £ dm,g 
F = 4r°dm, PETA Ra 1 


Rezultanta lor va fi | A 


N8 : 


F = Fa — Fofi = Ra WR =d), % 


Dacă 


corpul rămîne în echilibru. 
Dacă. 4 


«|: 
"SIER 


corpul va fi tras spre exterior, “= 


IV. MIŞCAREA. OSCILATORIE m 


i 


4.1. Studiind o mişcare oscilatorie fără fază inițială se constată că 
pentru elongaţiile y, și y măsurate la momentele 4 și tə corespund vite- 
zele și va ale mişcării. Să se deducă ecuaţia mișcării studiate, 


Soluţie. La cele două momente de timp, elongaţiile sint 


i 


Yı = A sin of 4) 
Yz = A sin otz (2) 
iar vitezele 
zi u = AQ cos oh i ' & 
= do COS ol. > i: i (4) 


j 


Cele patru ecuații se ridică la pătrat și avem ! 


Iosif biplan ai 7 pi, ca Sl 
i ih 4. 6) 
2 00 42 ii 
y ici a (6) 
de unde | 
w — o 
Yi — Yz 
A — Yi — pa. 7 (8 
di 1 — y? i ' i i 
za 1 . 


Deci, oscilația studiată are ecuaţia 


aa: 2 m — 98 
y= p Yi sin | ioe o” 9) 
13 — vii yi — Yi 
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4.2. Un pendul g gravitațional oscilează în vid, la 0°C. Dacă perioada 
lui 1 = 25 /Ielzo este de o secundă, pendulul arată ora eraciă. Ce se 
întimplă cu perioada pendulului dacă: 

a) oscilează intr-un mediu cu derisitatea Pn el fiind alcătuit dintr-un 
mediu cu densitatea 'P(P2 > pa); : : 

b) oscilează într-un mediu’ cu tdnpdratiata ! ac (tija peiduuht 
are coeficientul de dilatare liniară «); 

c) pendulul este ridicat, respectiv coborit cu accelerația a; 

d) este, deplăsat orizontal cu: acceleraţia a; 

e) este ridicat, respectiv coborit faţă de niv! elul mării cu dinana k. 

Care este avansul, respectiv intirzierea, față de timpul exact, în 
fiecare din aceste cazuri, pe interv alul temporal [A]? 


„„Soluţie. a) Conform Jedi. ui Arhimede, acnelarația pendulului are 


expresia i 
iaf t) Sc) 


deci 


Hinena upie abad 


b) Conform legii dilatării liniare; lungimea tijei pendulului la *C va fi 


Il (1+ al) (3) 
deci noua perioadă are valoarea 
i- 9) em 
T 2m || E T VIRF. i 
Eo i rm i 
„€) La urcarea ice: acceleraţia rezultantă este 
=spha ? (5) 
iar la coborire 
Ae = Eo 7,4- (6) 


“ı Deci perioadele corespunzătoare vor fit 


= To = 2R maite iara sat ati (7) 
20 
1 
i r= 25 | se” i (8) 
o 
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d) Prin compunerea accelerației. orizontale vu accelerația căderii 
libere obținem accelerația rezultantă Pa a g 


| A SVRF Pia e ataut 
deci noua perioadă este 050 ioe ie ppt rea di datări i 
è tijs : i4 f m iale i 
T=2r | i ip 
mete VETE DE a n * 
g) La altitudinea h, aoveleratia gravitațională are valoareä! K 
i eda oni în go RD dor e pila t Ta ayota, 
o | i 
avocati în al EI e Mpa seg. CO 
deci perioada pendulului va fi esena BOR atatea a aut ptr 
i ma Rh 
Ers TSn (2) 


unde R este raza terestră. Se poate arăta că la adincimea h acceleraţia 
gravitaţională este 


ETZ R (13) 
deci „perioada pendulului va fi ahe dis Palah pipaita boad 
iti d m mi Ri 

pä 2 T, 5 e i H 
i ; | Si (14) 


Întriún timp [At]; Ja mersul exact, un pendul va face N voșcilaţii, “fiecare 
de valoare 7, secunde. Dacă ceasornicul nu merge exact (adică între 
perioade va exista o diferență T — 74), atunci in intervalul amintit 
coasornicul va înainta sau vă rămîne în urmă cu timpul At dat de relaţia 


As NET To) = ri To: (15) 


Dacă T > To respectiv At > 0 ceasornicul va rămine în urmă față de 
ora exactă. 


Dacă T < To respectiv At` e bi ceasornicul va inainta față de ora 
exactă i pia age 


îm i Ba 
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4.3. Un mobil oscilează conform ecuaţiei y = k, sin ot -+ ks cos ot. 
Se cere: ; 

a) Să se arate că această oscilație este armonică și să se determine 
amplitudinea şi faza inițială a mişcării. 

b) Să se calculeze momentele de timp după care y/A = mjn (m < n). 


c) Valoarea maximă a vitezei de oscilație și momentele de timp 
după care se repetă această valoare. 

d) Idem pentru acceleraţia mișcării. 

e) Momentele de timp după care energia cinetică este egală cu energia 
potenţială a mișcării. : 


Soluție. a) Ecuația elongației trebuie să fie de forma 


y = A sin(ot + 9) = A sin at cosọ + A cos otsin ọ. (1) 
Comparind cu ecuația dată a mișcării avem aii 
A cosp =k 
în cutia 2) 
sin 9 = kg 
de unde vi er e 
4 = VFA 
rotg Fa 4) 
= arctg —» 
ur 
Deci ecuația oscilației se mai scrie 
y = VREI (sin ot + arctg 2). (5) 
1 


Ecuația y = A sin (ot + e) se derivează de două ori in raport cu timpul, 
obținindu-se viteza, respectiv acceleraţia mişcării 


du 


adr = Aw cos (ot k p) ao (6) 
dv d?y 4 ati 
ÎN agrar Attila sal 7 
Observindu-se că ! E e a 
a= moje o 0) 


rezultă că oseilaţia dată este armonică. 
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b) Notind 
y B = arcsin Y = aresm = . ;, = (9) 
: A. n Ce Bogata d 
avem ` : i ; 
sin(ot+ 9) =sinf ` (10) 
de unde - / 


p= Bet 2 
Ww 


(=, a n), / (11) 


c) Viteza oscilației este maximă dacă 


cos(ot + 9) = 1 = cos 2hr, (12) 
şi se repetă după timpii `' a / 
t= 2279, e Ii 43) 
i Ga 


Maximul vitezei are valoarea j 


Umas = Ao; oY ki F i, l (14) 


d) Accelerația mișcării este minimă dacă 


du 


E ACU PR 7 


sint + ọ) iiem sn E ls sb nijs 05 
şi se repetă la intervalele i 
; li ra DA eee i să te k dej 
S t 
„ıı Modulul maximului accelerației este an 


| amas | = 40? = V EF A „UD 


e) Din text rezultă că © 0> ada adie y 


E, = E, = = wA? coslo + p) = F A20? sin? (ote) (18) 


+ 


sau! îi id şa t | . y bi ; : 4 i 
T snot E p) = cos ot +e) >o 19 

care ne: dă timpul cerut MEN ut l 
re EEUE AR, (20) 


BERTO 


6b 


4.4. Se dau două pendule gravitaționale, de lungimi egale, suspendate 
„în același punct și cu masele m, şi ma (ma/m, = k). Primul pendul este 
scos din poziţia de echilibru la' unghiul « și apoi lăsat liber. Să se afle 
unghiul mazim dintre pendule după ciocnirea lor perfect elastică. Discu- 
ție în funcţie de k (fig. 4.4). 


Fig. 4.4 


Soluţie. Fie l kingina unuia din pendule. Primul pendul astor scos 


diù poziția de echilibru 'pină la înălţimea 
n eos a) i ta 0) 


față de poziţia iniţială. Legea conserv ării energiei, aplicată în punctele A 
şi C, arată că 


2 y p a i , 
ri = magh = magi(l — cos a) (2) 
1 
de unde rezultă viteza cu care este ciocnit al doilea pendul (in: repaus) 
= V 2gl(1 — cos a), o’ 8 


Fie u, şi uz vitezele celor două poils după ciocnirea dlastick: Conser- 
varea impulsului -şi energiei, cinetice (al doilea pendul este iniţial în 
repaus) ne dă 


Mita + Maus = mo ` „ici (4) 
gr z ` ” 
mut + mată = mut. (5) 


NO 


Rezolvind sistemul obținut (rețintnd și raportul maselor) avemi 


„Ask 


ERĂ pe tei N) 
i 2v, ; 

: i 7 
ü, = THE Fko: r ȘI ( ) 


După ciocnire, d Sh n se ridică pină la înălțimile h, şi hg faţă, de ori- 
zontală, sub unghiurile maxime f și Y, pînă la punctele A” şi A”. Utili- 
zind conservarea energiei mecanice în punctele D şi 4 A D şi 4% 
avem 


m [Ek ieri] 

biag pi A A he fia acas F E. (8) 

Au — cos a): aA e Pa 

; „At — cos a) - i ln 

RI PRIN neve a A P 
Din ABOA' şi i CoA’, avem NS S. 4 

" p= = arccos [1 : = ( Fa a n a cos »] i | i | (10) 

4(1 — cos a) i 

3 Y F arccos|1 = da 44) 

adică f r Eatas 

a = Bp yi ` m (12) 


; Se observă că: .. ea a | 
a) dacă k= co (adică m, = 0 sau m} — o0), avem a. == a yY=0, 
adică al doilea pendul nu deviază, iar primul revine în fosta poziţia 
iniţială, de unde a pornit să-l ciocnească pe al doilea; 
b) dacă k= 1 (adică m, = ma), avem 8 = aN şi = i a adică cele 
două pendule își schimbă rolurile, +1 ont 
4.5. Un pendul cu masa m şi lungimea l esta scos din pozitia. de 
echilibru pină la amplitudinea unghiulară a. se cere:,..., 
a) energia -mecanică a oscilatorului; 


b) energia cinetică şi potențială ale pendulului pentru unghiul de 


oscilație alae <u); 


c) firul pendulului rezistă pină la forța R. Să se calculeze dacă firul 
se rupe sau nu la unghiul a; (fig. 4.5). 


Soluţie. a) Pendulul se opreşte în punctul 
A, deci vă = 0 și ca atare în această poziţie 
energia potenţială reprezintă energia meca- 
nică a acestuia. Observind că 


avem 
E=E,, = mgh, = mgl(1 — cos a). (2) 
b) În poziția C pendulul are ambele 
forme de energie mecanică. Cea potențială 
este a 
Ep, = mgh, = mgl(l — cos aa) (3) 


iar cea cinetică! 


Fig. 4.5 s| „hF e =E Ep, = mgl(cos aa — cos o). (4) 


c) Tensiunea din fir are abisi 


T=Fy 46a. a P (5) 
observînd că gi 
Gn = G cos ap = Mg COS aa 6) 
2 i 
Bg = 204'0 = i th 0) 
avem 
7 = mg cos aa - — 2 cos æ). , : 8) 


Dacă R > T firul rezistă. În caz contrar, se rupe. 


-4.6. Să se alcătuiască un tabel. comparativ al fazelor de oscilație 
pentru oscilatorii: pendulul gravitațional, pendulu alaste și circuitul 
oscilant închis. ; 


72” 


= 0B — 0A’ = l(i — cos a) (1), 


Soluţie. 


FIGURA 


peranta Pendulul 
Fiona elastic 


Energia 
Circuitul , 
oscilant cinetică | potențială 
închis 


nji 
F. 
o 
E 
3 
Fal 


ifo 
GE 


î 


to | 


Max. — Max. 
2 


aL 
au 


13 


H 


— Max. 


— A Max, 
2 
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4.7. Se dau două resorturi de elasticităţi diferite, care se cuplează 
inițial în serie, apoi în paralel (sistemul oscilează pe verticală, fiind fixat 
în partea inferioară). În partea superioară sistemul are o emisferă goală, 
de masă m, în care poate să cadă de la înălțimea k un corp de masă m. 
Să se determine, în ipoteza ciocnirii plastice a celor două corpuri: 

a) Viteza mazimă de oscilație a sistemului format în urma celor două 
cuplări. ; 

b) Constantele elastice ale resorturilor şi amplitudinile oscilaţiilor, 

c) Ecuațiile de mişcare ale sistemului format prin cele două cuplări. 

d) Raportul dintre energiile cinetică şi potențială pentru cazul 
cind raportul dintre elongație şi amplitudine este k(k < 1), pentru 
cuplarea în serie. 

e) Timpul în care raportul dintre elongație și amplitudine crește 
ide la 7, la ra (72 < 1) pentru gruparea în paralel (fig. 4.7). 


Fig. 4.7 ra 


Soluție. a) Viteza cu care corpul cade liber este 


ER | vo = V2gh. e ; E: (1) 
Conform conservării impulsului într-o ciocnire plastică (emisfera era 
fnițial îri repaus) avem că viteza sistemului imediat după ciocnire are 
"valoarea Ep, pa f ) 
i BRE. Mie IEN, 
<Mg Pee. Mg PF geo o 


„Să 


Li 


B) Pulsaţiile oscilaţiilor în cele două cuplări vor fi 


serie = Os = na. = ke P (3) 
A; M, + Ma HLA qu 
și, a NE 
A Uma kp 
Oparalel = Op = z Je (4) 
iz sU 4p i m, + Ma d 


p . 2 p P P r y 
unde k, şi kp sint constantele elastice echivalente legărilor în serie, 
respectiv paralel, iar A, și Ap sînt amplitudinile corespunzătoâre: celăt 
două legări. Legea conservării energiei mecanice pentru cele două cuplări 
se 'scrie A 


m m 1 me 4 3 
EN a a e Lt 6) 
8 
Mm a, 1 ` me? 4 kA 
pp e = = kp42, (6) 
i) i 2 E A 2 


Din aceste relaţii putem determina Pe As Ap: ha kp dog. Wp. Fie ky 
şi ka constantele elastice ale celor două resorturi. Ele se determină din 
relațiile ' i y l-a SA Sile de NI A 


aena i pet PET i(i) 
kp = kı + ke ENEAN d pete pg 


' €) Cunoscind amplitudinile şi pulsațiile mișcărilor, ecuațiile oscilațiej 
sistemului în cele două cazuri vor fi 


Ys = As Sin wt (9) 
` Yp = dp sin opt. pini (49) 
: d) Raportul cerut va fi: 
E, & 4 — sin? ot 
— | = dtg? opt = e 44 
Ag FS r Aa sin? cat cau, 


"Pe de altă parte avem 


(3) i due ad, h ii 


pi pt 


Sia 
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E, ) i-k. ; 
A E me (13) 
e) Avemi 
Y . 
pe) =, = sin Oph (14) 
y i 
| Fii = T = Sin Optz (15) 
de unde 
sl ncj 
ti = —— aresih Fy (16) 
P . 
tb = i arcsin 7, 17 
o = — arc 
| za PE (17) 
deci 
i 4 | i 
t= ta — t = — (arcsin rg — arcsin r,). (18) 
CO e vă : SI 


4.8. Se dau două oscilaţii coerente de direcţii ; 
4.8 j „osci ţii paralele, de ampli» 
tudini A, şi Az Amplitudinea rezultantă este A. Viteza mazimă a rc! 
mobil aparţinind. primei oscilaţii este v. Să se afle viteza mazimă a 
unui punct ce descrie oscilația rezultantă, respectiv a doua oscilație. 


Soluţie. Avem 


= A0 
de unde : i orii eai TA 
jA i 
O = Fa (2) 
bii | 
Asemănător 
A ; 
miile sui i i (3) 
í Aa 
(o k= OAa = —— Yj. i 
mat)2 aa (4) 


1 


poes ar eroria amortizată este descrisă de relația J = 
= Ae—* sin(ot + ọ). Să se găsească o relație îndeplinită de el i 
Y, Viteză v şi accelerație a. ti ! P rd elemente 
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Soluție. Avem 


v = e = —dA4e”t sin(ot + 9) + Aew cos(ot + p) (1) 
a= S = Ac” sin(ot + 9) — A deto cos(ot + 9) — 
— Adoe”t! cos(ot +- p) — Ae sin(ot + ẹ). y (2) 
Se observă că : | / 
a + 28 + lo: + 85 =0 8) 


care este relația cerută. 


4.10. Două mobile execută oscilațiile : z, = A sin(o,t +91) şi 
T = A sin(ozt + pə). Se cere: 

a) timpul după care distanța dintre mobile este minimă; 

b) timpul minim după cåreʻare loc a doua intilnire? 


Soluție. a) Distanța minimă dintre mobile va fi 


d= i i0 în 3 ARE ati 
sau - i f 
i Te = Zi 0) 
sau ' Taat PNA 
ont + p1 = (02t + Po) = 2kr pile în i B) 
de unde i se d At ei 
(tao = Qe ptr, i (4) 
a — o: ,; 
Pentru k = 0, avem i 
7 Üha Ss @:— Pi; l i # lo 
În „o o fi ; 
b) Perioada de intilnire va fi “E ; 
7 = [tki — [h-o = O O) 


> Oz 
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üi 


4.11. Un electron se mişcă într-un cîmp electric conform legii 


zi i ; eE sin kt 
gz = i Role dist 
mk k 


unde e este, sarcina, electronului de masă m, E amplitudinea cîmpului 
electric, iar k o constantă. Se cer valorile extreme ale vitezei electronului, 


z; Soluţie. Avom; 


v= SE Ea — cos kt); RAN sin kt. io (4) 
dt m „dt m 
) ÎI ae (te R i i 
Prin anularea accelerației, se obţine 

kt = na aiai a de, "(2 

unde.n E N*. Avem pentru n0 sti, Dien natia] 
A iară , V= min =0 83) 

şi pentru n =T : anii 
ee 0 ala ui De (0) 
pe tiu ainin ABE i stil 


„n 412. Un mobil execută, o. mișcare de ecuaţii parametrice" 


a = a cos? kt, y = a sin? kt. 
Se cere: | 

a) Să se arate că mişcarea este oscilatorie şi să se calculeze amplitu- 

dinea mişcării, í i pata 
) b) Să se determine viteza mobilului la untmoment dat precum și 
viteza sa mazimă. 

c) Să se determine legea de mișcare a mobilului. ste 
Soluţie: . a) Ecuația traiectoriei este 
dreapta 

z+y=a i-a (1) 


care trece prin punctele M,(a; 0) şi M2(0,a), 
' conform fig. 4.12. Se observă că pentru 
t = 0, avem 


& = a! sati dat e) 
Mm: Z p dă Yo 0. 
Fig. 4.42 : deci mişcarea începe din punctul W,. 


Pentru t = 7]2k avem 
Ă z =0 


n = 


deci mobilul ajunge în punctul M2. 


După ta = 21 nfk, avem din-ngu! i. îi! 


t =4 

y=0. 
Deci, mişcarea este oscilatorie, cu perioada 
“ „tuia a Lin E : 
er ie A, 39 tatea T == oi 


via « îs “at 


Amplitudinea mișcării este segmentul £ Mi adică 


t 


A = i MM, = a V/2P. 


fsi ‘Us = È = Žak sin 2kt ` 
vy = Y = ak sin 2kt 
de unde z Mi i 
v= Vo F u = ak 2 sin 2kt ` 
: t witi T ak; f 
je Umas = ak|/ 2. 


ite) Legea de mișcare vă avea expresia vi, 


s, = 02 sin? kts 


yay 


s= fox- | ax sin af 


(3) 


S =), 


uet atzo Mya ahon 


ke ia tipi 4 ratia Cer died 
b) Derivăm ecuaţiile parametrice în raport cu timpul și avem 


E 0 


is reale (0) 


(11) 


anuon atu Dai 
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V. PRINCIPIILE DINAMICII. ENERGIA 
' MECANICĂ | 


` 


5.1. O picătură de ploaie cu masa inițială m, cade prin atmosferă şi 
se vaporizează totodată cu viteza constantă k kg/s. După cit timp 
energia cinetică a picăturii este mazimă şi ce valoare are această energie? 


Soluţie. Viteza la evaporare este |. 
r 
Ra (4) 
t 
unde m’ este masa ce se evaporă în timpul t. 
La un momeut dat, masa picăturii este uta 


Li 


iar energia ei cinetică 


m? m,— kt 
E, = o 


= — gr. 3 
TE e 10 (3) 
Derivata energiei cinetice în raport cu timpul este 
AE _ Ë omg ke). (4) 
d : 2 : i 
Din anularea ei avem i 
i T3 2m, 
[t]e, = Ee mas = i S (5) 
3 302 
c max = = Lu (6) 


5.2. Se dau trei sfere de mase m, ms, m, aşezate coliniar şi iniţial 
în repaus. Sfera 1 este scoasă din repaus şi ciocneşte a doua sferă cu 
viteza vı, iar a doua pe a treia. Să se determine valoarea masei sferei 
mijlocii pentru ca viteza celei de a treia sfere să fie mazimă şi să se 
determine această viteză (ciocnirile sint elastice). 
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m = m — m = m — kt o. 2). 


Soluție. Viteza sferei din mijloc, după ciocnire, are valcare 


2m, 
v e 
m, + Ma 
Analog, viteza ultimei sfere, după ciocnirea ei de a doua sferă, este 
a AMMU, > i, 
37 m+ mm + mm -+ mama] 
Derivata acestei viteze, în raport cu m; are valoarea i 
dvs 4mm, — 4mm ERE 
r AAE ay 


dm, i (m3 -+ mama -+ mm + mm)? 
Din anularea ei, rezultă l 
[Melog = 03 max = V mma 


, 
| 


respectiv 
4mo V mona. 


V mm, (m, + m;) + 2mm 


“i 5.3. Un corp se află pe un 
plan inclinat sub un unghi a avind 
coeficientul de frecare u. Cu ce 
forță minimă trebuie să tragem 
de plan pentru ca corpul (care 
nu părăscşte planul) să înceapă 
urcarea pe plan? (Masa corpului 
este m) (fig. 5.3). 


Soluţie. Corpul începe să urce 
dacă i 


V3 max = 


Fmin cos a > Gi + Fe 


unde | Ă 
F, = u(me cos a + Fin sin a). . 
Avem i 
Fmin cos e > mg sin a -+ umg cos a + pFmin Sin æ 
Po: . . N 
Fin (cos a — p sin a) > mg (sin a + p cos a) 
de unde f ; E 
g £ p se 3 
Fmin > E uiga à 


(1) 


O 


8) 


6) 


54. Asupra unui corp așezat pe un plan orizontal se acţionează cu 

o forță F prin intermediul unui resort cu masă neglijabilă după direcţia 
Și sensul din figură. Cunoscind masa corpului (m), constanta elastică a 
resortului (Æ) şi coeficientul de 

frecare (u) se cere: A 

a) valoarea mazimă a forţei P 

cu care se acţionează astfel încît 

„corpul să rămînă încă în repaus; 
,_ b) valoarea minimă a energiei 
de deformare a resortului pentru 

care corpul poate fi scos din repaus 

(unghiul a este cunoscut) (fig. 5.4). 


Soluţie. Componentele forței F 
sint , ai aii 


ayash. art . 4 
F' =F cosa 


F" =F sina. o 
Forța de frecare are valoarea 
mot eE HE FN = pg oF sin a a i pe 0 
Corpul rămtne în repaus dacă i kaadin ydlan. aa 
iata ii F cos a g F, pie f (3) 
sau AP "E a dat i ini ai 
TAN ti a tenta mat 
sa nE eosa psina li i i = te tA) 
b) Deoarece F = ky, avem N 
. 2 ume Ei 
% . k(cos a -+ u sin a) 6) 
deci 
„te ui kyè Bm = E 
Ep L oom a, 3 
A 2 2k(cos a -+ u sin a)? i „®© 


5.5. Se dă forța F = (m + 3)i + (3m — 4)j -£ (6 +'3m)k, care isi 
deplasează punctul de aplicație pe distanța l stu 


à = (2m — 1)i + (m — Di (4m — 1)k. | 
Se cer valorile parametrului m astfel ca. lucrul mecanic al forţe; 
să fie cuprins între 100 J ,şi.200 J; © = e 


22 


Soluţie. Lucrul mecanic al forţei este 
L =F. d =17m? + 19m —5. (1) 
Revine să rezolvăm inegalitatea pi iata a ici cae 


100 < 172 + 19m —.5 < 200 2) 


i 


de unde f 
m.E (—c5, —5, 4JUL—4; 3]U[4, 3; Hoo} i suit 
, / 

5.6. Un mobil este aruncat pe verticală cu viteza iniţială 7. Să se 
rate că există două momente de timp în care energia cinetică a corpului 
este egală cu energia potenţială şi să se determine aceste momente. 

`; Soluţie. Avem 


i 


Pe mefe) ah da t d 
sau bi i nA 
wo — gi? = 2g = e O „8 
sal E eR 
P 2g% — hugt + o8 == O (3) 
de unde a. K Sy 


PAN ş ; | pnt 
. 5.7. Un corp alunecă fără 
frecare pe un plan înclinat. 

a) Să se arate că dacă secți- 
unea planului înclinat este un tri- : 
unghi dreptudghic isoscel, atunci 
timpul de alunecare din virf la 
bază este minim. A 

b) Să se calculeze în acest caz, : 
pentru valoarea b, a catetei ori; ; 
zontale, diferența de energie po- 
tențială a corpului de masă m la 
sfirşitul primei Şi începutul ulti- 
mei secunde de mişcare (fig. 5.7). 
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Soluţie. a) Acceleraţia corpului pe plan este 
a = gsina 
iar timpul de alunecare 


= | 2 a] "NE 
£ sin a g sin 2a 


(1) 


(2) 


Timpul este minim dacă sin 2a = 1 = = a = 45°, În acest caz avem 


"o 
3 £, 
V2 
a, d 
b) Avem relaţiile 
22 ae Vă 
DB=- 12 = A 
BD' = BDsina = 
4 
db 4 E mist 
& 4 


deci i wi 
Epp = mg: 4D' = 


Avem relaţiile 


S i it k. 
Bu = Sept ERTEN 


pu = [2-42] 
Ale Z 


A am = ge =2 T 


E 
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4bmg — mg? 


(3) 


(4) 


6) 


(6) 


(7) 


* 


deci 
D 2 

Ep = mg pP __ me? 

g 


AE, = ne(» -s}Ż}. 
E 


(8) 


(9) 


r 


5.8. Asupra unui corp de masă m pot acționa trei forțe, ca in figură, 


Să se afle aceste forțe, dacă se îndeplinesc condiţiile: 


a) acțiónînd numai prima şi a doua forță corpul se SE 40 
uniform variat spre dreapta, parcurgind spaţiul s în timpul t; 


b) acţionind numai a doua și 
a treia forță, corpul se mișcă uni- 
form. spre stinga; 

c) sub acţiunea simultană a 
celor trei forţe, corpul începe să 
se ridice uniform spre verticală. 
Se cunoaște coeficientul de: fre- 
care u pentru primele două situaţii 
precum și unghiurile a, și «z 
(fig. 5.8). 


Soluţie. Rezultă că în primul 
caz acceleraţia mişcării va fi 


A 
GR 


` 25 
rai 


a = 


Pentru primul caz este valabilă relația 


() 


Fi cos a + uF, sin a, + u Fe sin as — Fe COS ag = = + umg,: . 2) 


Pentru a doua situaţie putem scrie 


F, cos da = pime — Ba F, sin ad 


i> 


_ mg = F} + Fi sin à, + Fe sin ap 


Pentru ultimul caz avem 


3? 


Din aceste relaţii deducem 


ol? 
pa umgt Tag TRP (5) (6) 
(cos a + u? sin a tg az) 
ot 2ms t pai 
P= umgt? + NM , 6 p=- ga. (7 
(cos, + p? sin a tg aa) tra i ii 6) 20 A 
Fa = mg — (F, sin a + Fa sin a). (7) b) Forța care împinge accelerat planul (și implicit corpul) nu poate 


fi dirijată decit spre cateta eee a planului (fig. 5.9). Avem , 


5,9. Un corp, este lansat pe j 
„an plan ‘înclinat sub unghiul æ şi audă =F, FG / i 6) 
apoi revine la baza. planului. rE meroa di ; / 
a) Știind că timpul de urcare G ian a - © 
= © 


este de k ori mai mic decit cel de 
coborire, să se determine. coefici- 
entul' de frecare dintre corp şi 
plan; 

, Db) Corpul se află pe plan (fre- 
carea este determinaţă; la: primul 
punct); Cu ce accelerație minimă . 

i orizontală trebuie împins planul 
inclinat (de masă neglijabilă) pentru ca corpul să urce pe plan (fig. 5.9)? 


F, = u(G, + F”) = u(mg cos a + ma sin a). 


Rezultă 
P e e a y (10) 
COS æ — p Sin & 


Amin =2——— wH BE E CA s dreapta), k 
1— utga 


E 
) 


5.10. Un corp este menţinut în dit pe un plan inclinat de apii 
æ. fie cu o forţă. minimă orizontală, fie cu o forță minimă normală pe 
plan,.de k ori mai mare decit prima. Se cere coeficientul de frecare dintre 
corp şi plan. 

Soluţie.. Cele două forțe nu.pot avea decit orientările din figura 
5. 10, å şi b. În primul caz corpul este în echilibru dacă 


Soluţie. a) Fie ve viteza inițială dè langana a corpului. Timpul de 
urcare a acestuia va fi. Haag ee a ii pi 


PE A aria e 0 tray Si 
i da  g(sin «+ u cos a) 6) 


H parcurge pe plan un spațiu de, valoarea 


VW i w. ke a Prin; eui (2) 
2il 5 2g(sin æ + u cos a) i 


Sop = 


Din punttul de oprire, corpul va aluneca spre bază cu adceleraţia i 


i d sepia u cos a) (3) 
în timpul pe up AP A a e it 
s} n= |22- ER 203 Space par (4) 

dana g (sinfa — p2 costa) 


Din condiţia problemei 


"9 pt En eta e - 6) 
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C it PRIR 5400S 


G, = mg sina 
F' = F cosa a (2) 
F, = UlGn + F”) = u(mg cos a + F sin a). 
În al doilea caz corpul va fi în echilibru dacă 


G.=F, Gi ml E B 
unde d, 
F, = p(Gn + kF) (4 
sau i , 

F, = u(mg cos a + kF). 1 (5 
Avem í i 
kp = cosa + psina ' (6) 

de unde ă E 

cos æ [i 

no sina i 


5.11. Un corp aruncat oblic urcă pină la înălțimea mazimă de 19,6 m 
şi explodează în două fragmente de mase egale. Unul din ele cade pe 
verticala locului amintit pină la pămînt în timp de 1s, la 1000 m de 

a să ' locul lansării, iar celălalt își 
continuă mişcarea.. La ce 
depărtare mazimă de locul 
aruncării cade pe pămint 
zel de al: doilea fragment 
(fig. 5.11)? 


Soluţie. În notaţiile uti- 
lizate la aruncarea oblică. 
segmentul -OB = 1000 m 
reprezintă £max 1/2 (fig. 5.11) 
iar AB = 19,6 m reprezintă 


Fig. 5.14 i ` Ymazı, adică 
2 gin? 
=: masi = = 19,6 |! w 
2g 
de unde 
Ve Sin a = 19,6 m/s. (2) 
88 


Asemănător 


OB = feet — 4 00p = BRE ese e, 6) 
de unde f 
Vo cos a = 500 m/s. oiis (4) 


În punctul A, componenta verticală a lui v se anulează, deci impulsul 
înaintea exploziei este 7 
Ho = mr, cos a == 500 kg- m/s. „4 6) 
Trebuie să controlăm dacă fragmentul ce coboară vă cade liber dau este 
azvirlit. Dacă ar cade liber, timpul de cădere. ar trebui să fie de 2 s. 
În consecință, fragmentul 2 (care cade) este împins in jos cu viteza de 
voz dată de relaţia . . E ai | Ra i 
PORE Bale e ua aus e 
19,6 = vo 1 E SRI A 4 Ba ci (6) 
adică 
Vo: = 14.7 m/s. 
Impulsul inițial al bucății care cade va fi 


Hy =» <Va = 7,35 kge mfs. 0) 
A NE] 
(Corpul de masă m s-a divizat în două bucăți de mase m/2.) 
Primul fragment suferă o nouă aruncare oblică din punctul A cu 
o viteză de v sub unghi a'. Conform legii conservării impulsului avem 


g H, == Hoz + Ha (8) 
iar în modul 
Ha = VI 3 Hi = 505,2 kg + m/s. , 49) 
deci i BR Ae cal a 
i v= Eet = 1 010,4 ‘mys (40) 
l 2 l ‘lie y 
„He: 500 14 
pp T 502. e3 
sin a’ = Ho — eră, .^ (12) 
Hu 5052 
Noua bătaie va fi ; 
‘ ' ata pi 
ii a 0 a 2:53 sin æ’ cos a 2 3.000 m, | (3) 
£ . 
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Ajuns în punctul C, primul fragment își continuă mișcarea sub forma 
unei aruncări pe orizontală cu viteza iniţială vo COS a, în timp de 1s 
(căci AB = CB’). Deci 


z, = B'D = v cos a' = 1 000 m. (14) 
Rezultă i 
U mas EEI amaza-t dp = 5000 m îi: (45) 


5.12. O minge de dimensiuni mici, avind un coeficient de restituire Jr» 
este aruncată dintr-un punct O,, cu viteza 7, sub unghiul a, faţă de ori- 
zontală. Mingea revine pe orizontală în punctul 0,, de unde își continuă 
mișcarea sub unghiul a. Se continuă mișcările oblice în punctele Oz, 

20 sub unghiurile ag, agp ..., am, pînă la oprire (fig. 5.12). Se cer: 
a) spaţiul maxim parcurs de minge pe orizontală; 
b) timpul maxim de mişcare. 


Fig. 5.12 


Soluţie. a) În punctul 0, (al primei reveniri la s01) avem 
Va COS-a, = Vg COS e a) 
"Ru, sin æ = vasin da i 
Din teoria aruncării oblice avem 
i i a :COS a 
00, = = L iau N 
E 
2v sin Ag COS a 
E : TERRE, 


F iz 272-€05 ap Sin An 
n: Ma RS zi Cd i a 
E£ 


dă 00, a 
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Se observă.că . . ` 


pla Pia E 


d 1 
OA iza) 100, i i 


Tna lim DA = lim (O0; apei ketut aj 
sau ză pee Ha 


i Emas = TK dag (5) 


z i v?sin 2a p 
a fe =L 
: Ap ge T 
Tot din teoria | aruncării oblice se ştie că Saul riccesar primei reveniri 
este 


în și za Mi aisyah aa Leti 
2, sin bi zi 


lorbi e (1) 
sori e 
Similar * i R 
topos = Basin ae +. lo o, 
i DI) 
lona Soo tii, 
deci ` i Y , 
tmar = lim (0.02 + s Fu iF to,4) = toi : = oo TO 
sau 
Pg 2v, sin a ao 
ae AA i 


5.13. În lungul marginii unei platforme orizontale în formă de disc 
cu masă M şi raza R se > poate deplasa un vagoneţ de masă m. Sistemul 
format din disc și vagonetul în repaus pe disc se rotește cu viteza un- 
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ghiulară op în jurul axei verticale prin centrul discului orizontal. Vago- 
netul începe să se rotească pe disc cu viteza u față de platformă. Între 
ce limite este cuprinsă noua viteză unghiulară de rotaţie (fig. 5.12)? 


Soluţie. Considerind sistemul 
mecanic dat ca un sistem izolat, 
rezultă că momentul cinetic se 
conservă. Momentul de inerție al 
discului va fi 


MR2 
Ina = Lu 
iar al vagonetului 

Iota = mR2. (2) 
i Deci, momentul cinetic inițial 

Fig. 5.13 i a (a 9) este 

pag i MR 

Lo = odin) + las) = of ao m). (3) 
Cind se deplasează vagonetul, viteza lui absolută va fi t 
i š <v=u+ oR (4) 


unde o este nova viteză unghiulară. Noul moment cinetic al vagonetului 
va fi 


L, = MuR + oR?) . (5) 
iar al sistemului A 
L = +, -F m(uk + oR). (6) 
Din condiția de. conservare, . a ul ce 
L= ; (7) 
rezultă i 
i m u 
Sa = e ti 3 (8) 
o= LoM m R 
dei y, p tears au , zi 
MU . 5 $ 
SR N n.) [i Sa e RE E E n FE aaa A (9) 
ani aE E OEI o a i 


cind vagonetul se rotește în sens contrar rotației iniţiale a discului și 


Omin = Op ~ PENER MI (10) 


R(0,5 M + m) 
cînd cele două rotații se fac în acelaşi sens. 


5.14. Două sfere cu masele m, și m, se deplasează în același sens 
cu vitezele v, și ve și se ciocnesc central. La începutul ciocnirii, Ó parte 
din energia cinetică se transformă în energie potenţială de deformaţie 
care apoi se retransformă în energie cinetică. Se cere valoarea maximă 
a energiei potenţiale de deformaţie. 


Soluţie. În momentul deformaţiei maxime, corpurile se deplasează 
împreună cu aceeași viteză v. În acest moment, conservarea energiei 
și impulsului ne dă 


HA E A A 
m se i Ee (m, + mav? + Ep max pi (1) 
mw -+ Mada = (m -+ mv. (2) 


După efectuarea calculelor rezultă 


! 1 MiM z ; ATi 
= — = (a) = 932. 5 3 
Ep mas 3 mp Că eti'e (3) 
5.15. Una din metodele de determinare a coeficientului de frecare 
folosește instalaţia din figură, in care se ştie că: mp = km. Se măsoară 
timpul î, în care masa 2 atinge. solul. Se inversează poziţia corpului 
şi atunci timpul în cure masa I atinge solul este t(t = k't,). Știind că 
sint îndeplinite condițiile k>1; i 
k' >1, să se determine coefi- 
cientul de frecare. 


Soluție. În primul caz acce- 
lerația sistemului are valoarea 
+ 


Mə — um 
(ie car i E (1) 
m, -+ Ma . 
iar sistemul se mişcă timp de 


h= Jz. (2) 
1 az i 
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În al. doilea caz accelerația are valoarea 
, 


iza — üe i (3) 
pa O m + me” 
iar timpul de deplasare ger at ta Pat ha 
Din „condiţia 4= Kh avem , Hii i XA E to E A ALA 
ALR O a 6) 
r mld we mega a pine Sig Proteina i epea? 
DEAE O DR oale E E H egs ea Metan 
keng (6) 
i yea dd | Uha kyu 
de unde Ta 
ui o p PIZ Je 
n ph 0) 
1 eh radades Gogita Rd 


5.16. O platformă, de masă my se deplasează pe orizontală fără fre- 
care cu viteza vo: În partea din față a platformei se așază un mic corp 
de masă me fără viteză iniţială. Se cere lungimea minimă a platformei 
pentru ca respectivul corp să n;0 părăsească (coeficientul de pia 
dintre corp şi platformă u). i | -a P 


y ti Š i 


"Solaţie, Sub influenţa forței de frecare, coipu se „deplasează cu 
accelerația 


Bsp i za aa n i 
Noua viteză finală a iallorinei este dată de conservarea; impulsului: 
a mia = (m mu ee eco e Q) 
de unde i; N, runay en ipl o atei 
pe E ao tttlă IP (8) 

; q m, +m. A în 


care va fi aceeasi şi pentru corp şi se obţine! după üp Paesi 
ci? PERII. „PR Mg i a ; (4) 
nai a (m me: O nl 
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. 


În acest timp corpul parcurge pe platformă spaţiul 


v? m 
EI a Ear ena p (6) 
/ ug 3 
iar platforma pe orizontală i 
„balta > aiia ud pr f îi a sat / 

; i : sp Pete mara dog e Cia Î date 
Corpul rămine pe platformă dacă lungimea acesteiă îndeplinește cndiţia 
m) Îmin > Sp — Se (7) 
de unde e | 

„2 { 
Inin > ro 8) 


PRS 2ug(m, + ma) 


5.17. Se dă o supratoţă orizontală pe care se așază două corpuri 
de mase egule cu m, legate printr- un resort de constantă, elastică k 
(se neglijează frecarea dintre corpuri și, orizontală), Se lansează spre 
unul dm corpuri (fig. 5.17) un al treilea corp de acea masă cu viteza v. 
Se cere: 

a) Să se arate că cele două corpuri (1 și 2) 's6 vor dep! lasa, după 


 alokle, în. acelaşi sens. 


b) Să se calculeze vitezele corpurilor 1 și 2 în e E în care 
resortul este mazim întins. 
c) Distanţa dintre corpurile: 1 şi 2 în momentul stabilit Ja punctul 
precedent. i TENERS 


Soluție. a) Notăm cu vi gi va vitezele corpurilor 1.5 și 2 imediat după 
ciocnirea 3 > 1 şi cu y» ga, resortului Piae i 


ÎN m mm m INI 


3) Fig da 


Conservarea impulsului și a energiei mecanice ne dă 
x IE ia ` soom UA 


S) ` mg F v) =m Y 


1 

| mài + o) + ky? s= ma fy A 
Rezultă l EE PERE A 
g kyt = 2 mun (2) 
95: 


deci 


(3) 
v H 1 =1. 


Se observă că, intrucit vitezele v; și və nu pot fi decit elis. cele două 
corpuri 1 şi 2 se pot deplasa numai într-un singur sens (spre dreapta). 

b) Se știe că dacă produsul a două numere este mazim, atunci 
numerele respective sint egale, dacă, suma lor este constantă, adică 


v 


săi A P (4) 
c) Rezultă că 
daib yne = isoa (5) 
ife 


5.18. Un corp așezat pe o suprafaţă orizontală este acţionat de o 
forţă F care face unghiul « cu verticala (fig. 5.18). Se cere: 


" a) Valoarea unghiului a pentru care viteza corpului, după parcurge- 


rea unei distanțe d, este maximă, precum şi valoarea acestei viteze. 

b) Valoarea maximă a forței F 
pentru care corpul rămîne în repaus, 
indiferent de valoarea vaghiulni a 
(corpul are masa m). 


Soluţie. a) Avem 


F' = Esina 
Fig. 5.48 R BA 0 
F, = (mg — F”) 
deci s- i 
F sin a = ma + u(mg — F cos a) i i (2) 
de unde A zi i | i 
aa Elsin a u cos a) — umg i i 8) 
m 
Pe de altă parte avem a Lcd a TE 
os = V Zad" 4 
96. - 


. 


de unde rezultă că dacă a = ama Și Vp = Ymaxe Derivăm acceleraţia 
în raport cu timpul şi prin anulare, avem 


&' = [ala = amay = arcctg p. l (5) 
Rezultă 
a 4 i 
sna = — f A 
Vi na / (6) 
cos a’ = — . "EE 
BAET 
deci 
(1 + 2) 
max = ea = 
h-e = ma- ue 0) 


_ Vmax = Pava] 2d 


b) Dacă a <0, rezultă că 3 rămine în repaus. Aceasta implică 


umg VT+ pă 
s-r aaa 09) 


VTF re]: (8) 
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VI. COMPUNEREA FORŢELOR. + + 
ECHILIBRUL. CORPURILOR 


6.1. Un punct material. M. este: atras de un sistem de puncte mate- 
riale M; (i = 142, ..., n) aflate în planul z0y în punctele de coordonațe 
æi; yi Forţele de atracţie au forma Fi = kr; , 

. -Să se afle coordonatele poziţiei de echilibru a punctului M. 


i Soluţie. Fie x şi y` aceste coordonate. Distanţele dintre punctul M 
şi punctele M; vor fi: . | 
y n= (e — zi + w wi, 
l k (z — Tai + (7 i n AS (1) 
Ta = (2 = 2) + (Y — Yndi. 
Forțele de atracție corespunzătoare, au valorile 
l F, = kille — zi + (y — yil 
F, = kd(z — zo)i + (y — il D 


Fp = hale — za)i + (Y — umil 
Pentru echilibru e necesar ca 


Fa = Fis + Fos H oe H Fra = Do Pia =0 i (3) 


Fy = Fiy + Fay t cu + Fay = d Fu =0 (4) 
£ 
sau 


ki(z — z) + k(t — 22) + e + kalt — Ta) = 2, kiz —z)=0 (5) 


kaly — 1) + kly — Ya) + e + kaly — Yn) = 2 kly —y)=0 (6) 
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AB = d = 0,72 m (orizontal),  £ 
iar corpul cu greutatea mărită 
„se așază la mijlocul firului. 7 


de unde rezultă coordonatele cerute 


n 
i kiz + Rato + = 4 kata a kiti 


w 
k k T n 
1 F ke + + kn 5S ki 
: 3 = 
ki a / 
Z kayı + koya + ~. + knyn is 2 = i ' / (8) 


kyt kat e + kn n 


i Pa hi 


6.2. Un fir inextensibil de lungime Z = 1,2 m se rupe dacă de unul 
din capetele sale se suspendă un corp de o anumită greutate. Pentru 
a suspenda un corp cu greuta- ! - . > 
tea de n ori mai mare (n>1), i 
se fixează capetele firului în 
punctele A şi B astfel. ca 


Să se afle valoarea mazimă ` 


a lui n pentru care firul rezistă 4) 
(fig. 6.2). 
Soluţie. Din enunţ rezultă `“ 6 
= Ta=T7=6 4) A 
Din figură avem UE. e j pa 
; Fa -Ei r nGo | B 
2sina . 2sin a 
de unde , : s 
po s i “n = 2 sin a. ; (4) 
Observind că : ` | i 
osa = Zon ja” E l 6) 
găsim De ei i a 
A (mas = 2 V T= 0a = 2 VE E 216, 06) 
Pa > j : 99 


6.3. Pe un plan înclinat se află un corp cu greutatea G. Asupra 
lui mai acţionează alte două forțe, ca în figură, de valoare 6y/3|3. 
Să se alle unghiul planului, știind că corpul este în echilibru (fig. 6.3). 


Soluţie. Corpul este în echilibru dacă ~ 

GV3 GV3 1 
G = ES SR + — g cosa (1) 

sau 
G sin a = SV (acasa) 
(2) 

sau 
3sin a=] 3 (1+cos a), (5) 

de aici 


a = arccos i = 60%. (4) 


Fiv. 6.3 


6.4. Un corp cu greutatea G este aşezat în echilibru pe o suprafață 
orizontală şi este acţionat de o forță F. ce face unghiul œ cu suprafaţa. 
Coeficientul de frecare este p. Să se afle valoarea unghiului pentru care 
forţa este minimă (fig. 6.4). 


F 5 Soluție. Se observă că 

F = F sin o 

F" = F cosa - (1) 
F" F’ > F, 


7 Forţa de frecare are. valoarea 
F,=u(G—F')=p(G—F sina) (2) 
de unde 

= uG 


i F= —. (3) 
Figs Gh i cos a + u sin a ( 


Prin derivare, avem 
= dF __uG (sina — p cos a), (4) 
da (cosa + p sin a)? 
După anularea derivatei, găsim 
[a]r-Fmin = ACİZ pe (5) 
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6.5. Într-un cerc cu diametrul AB = 2r se duc coardele CD şi EF 
care taie diametrul în M şi W. Ce condiţie îndeplinesc aceste puncte 
dacă rezultanta forțelor AC, AD, AE, AF este independentă de 
mărimea coardelor (fig. 6.5)? 


Soluţie. Se observă că 
F, = AM + MC 


F, = AM + MD i 
F, = AN + NE (D 
F, = AN + NF. 


Dacă punctele M și N sînt simetrice 
față de O, atunci 


AM = NB 
MC + MD = 0 2) 
= NE4NF=0 , ) 
deci Fig. 6.5 
A 
R = 2 F; = XAM + AN) = 2- 2r = 4r = 4AB. (3) 
E 


6.6. Un corp de greutate G, suspendat de un cablu rezistent, este 
deplasat din poziția de echilibru de o forță orizontală F. Tensiunea din 
cablu este T. Să se determine unghiul mazim 
de scoatere din poziţia de echilibru și verti- 
cală, pentru situația cînd cablul rezistă soli- 
citării (fig. 6.6). 

Soluţie. Tensiunea din cablu are compo- 
nentele 


T, = T cosa 
2 Tai o., 
T = T sin g.- 


Corpul este in echilibru sub acțiunea {forței | 
date dacă 


F=T, ai 
G= Ti (2) 


de aici 
: . F i G 
Oinax = w 5 = arccos T. (2) 
Se mai verifică 
- G= VT-P. < (4) 
6.7. Un om cu masa de m, kg urcă pe o scară de m, kg, înclinată sub 
unghiul a față de verticală şi de lungimea 7 (coeficientul de frecare dintre 


scară şi pereţi este u). Care este distanța mazimă pe care se pia urca 
omul pe soara, fără a exista pericolul de alunecare (fig. 6.7)? 


Soluție. Se observă că 


Fr Şi uN, 1 (1) 
Fen = uNa (2) 
Sistemul este în echilibru dacă 
— yN, = 0 
o 
Eir- ' (arag 


şi dacă 
MAN) + MA 
+ MG.) + Ma(G2) =0 


sau 
Ni sin « = Nal, pitt mg > F mga E (5) 
Din aceste relații avem 
+m : 
Num PA p i (6) 
a. BEETA | 
N, = m, + m 3 7) 
i 2 1 F gè. uS ( 
: ker Zate (sin a — p oos a) — T sin a ` (8) 
; mL i++eg 2 
- h y 1—yctga a 
ai cei Fa Pie Îi Aera |: (9) 
N ki [ia (+5) 1p d- 


„cu Bigiratejala, Se observă că 


6.8. Dintr-o placă omogenă: dreptunghiulară ABCD se taie o por- 
țiune ADE. Se cunosc DE = b şi DC = a. Greutatea figurii rămase 
este G. Să se determine valoarea mazimă a greutăţii Gy, atirnată în 
punctul A pentru ca placa să nu se räšlonrne; | ea fiind așezată într-un 
plan vertical pe baza EC orizontală (fig. 6.8). > 


Soluţie. Se adoptă notaţiile: x — distanța centrului de greutate 
a figurii rămase lua de AD, Si — suprafața inițială a plăcii, S5,— supra? 
fața tăiată (ADE), G — greutatea, ini- 
țială a plăcii, G, — greutatea porțiunii 
tăiate (ADE). Cu aceste notații avem 


So =a AD 


io Meg op -D 


Se consideră greutăţile numeric egale 


G=6 +6. =6+ 21 4D WE 


de unde Tua - r 
Gai T b © 
Valorile lui G şi Go vor fi i i 
G, = 2 AD= Z (4) 
d sia i 5) 


Pentru calculul greutăţii Gy, vom folosi: 
— egalitatea momentelor rai cai G, Gn Gi k de punctul A sau D. 


Gy o$ =r tö > o | 7 6) 
de unde : 
sahesi 3a? — d 
aa i T ez, 7 
Blao? e: A, 


=- egalitatea momentelor forţelor G şi G, față de punctul B 
G,:b=G(z-—b) (8) 

de unde 
: _ 302 — 6ab + W g 


= 9 
ci 3b(2a — 6) 8) 


6.9. Pe un plan înclinat sub unghiul æ se găsesc două corpuri (pri- 

- mul are masa m,). Coelicienţii de frecare sînt u, şi uz, iar corpul al doilea 

se sprijină pe primul. Se cere valoarea maximă a masei, corpului al doi- 
lea pentru care sistemul este în echilibru (fig. 6.9). 


~ Soluţie. Sistemul este în echilibru dacă 

Ga + Gry, = F, + Fr (1) 

unde 
G, = mg sin a 
Ge, = mg sin 
a © 
r, = pms COS 4 
Fr, = Haag COS aj 
rezultă ; 
Ma max = Mu = damă, bo (3) 

tg a — ha 


6.10. O bară cu lungimea ? este acționată de două forțe F, și Fe 
plasate ca în figură. Știind că unitatea de lungime din bară are greu- 
tatea K(N), să se determine valoarea lui ? pentru care F, este minimă 
și valoarea acestei forțe minime. 


Soluţie. Din enunţ, rezultă 

G=H. 4) 

Bara este în echilibru dacă 

MAF )+M C) =MAF) (2) 
sau 


3 2 
PE =F (8) 


i Be ET 4) 
Fig. 6.40 : “al 
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Avem 
dF _ kl2 — 2, Fi 


5 
dl 442 6) 
Din anularea derivatei avem 
- 2d, F, y 
[Des roma E © 
de unde | / 
Fa min = V 2 kF,. T 


6.11. O forță F trebuie să fie descompusă în două componente 
perpendiculare şi care să se afle în raportul F,|Fa = kılkọ Să se afle 
modulele acestor componente. 


Soluţie. Din relațiile 


RARP tv 
deducem 


6.12. Trei forțe coplanare F, = F; = F} = F formează unghiurile 
Q12 = a = &. Între ce limite este cuprinsă rezultanta acestor forţe 
dacă unghiul este variabil (fig. 6.12)? i 


Soluţie. Din enunţ rezultă că forțele F, și F, sint 
simetrice față de Fo. Rezultanta forțelor extreme 
e dirijată după direcția celei mijlocii şi are modulul 


Rus = VRR F 2F,F; cos 2a =p Eee? ` a) 


sau 


R, = 2F cos a. (2) 
Rezultanta finală va fi : 
R = R, + Fa = FU + 2 cos a). (3) 


Dacă 
a) a=03R= Rms =3P , (4) 
'b) « = z = R = Rmin = F. (5) 


6.13. Un butuc cilindric de rază R trebuie trecut peste o treaptă 
de o anumită înălțime (fig. 6.13), acţionind cu o forță egală cu greutatea 
corpului cilindric. Să se afle înălțimea mazimă a treptei. 

J 


Soluţie. E necesar ca 


MAP) > MAG) * 
SA sau g; 
| F-AC>G-:AB  . (2) 
sau i 


R—h> VREA (3) 

de unde i ; i 

2h2 — 4Rh + R? = 0. (4) 
Rezultă 


6.14. Un corp de greutate G este suspendat pe un fir trecut peste 
doi scripeți ficși. La capetele firului acționează greutățile G, şi Ga 
(fig. 6.14). Care sînt condiţiile de 
echilibru ale corpului pe care le 
îndeplinesc cele trei greutăţi? 


Fig. 6.13 


_Soluţie. Corpul este în echi- 
libru dacă avem 


—G, sin ay -+ Ga sin aa = 0 4) 
G-—G, cos a —Ga Cos a2=0. 
„Observind că 
sin 4 = Ga sin a. (2) 
A G ne à 
cos a = V 1 = sina = 


ge 
E sayi tla 


196 


. 


se obţine în final 


G? — 2G,Gz cos ca + G2(sin?aa F- cos?) — G? = £ (4) 
de unde i 
Cta- 
= 0; 5 
az ao s 26,6, 6) 
şi sie i 
2 2 __ Q 
a, = arccos tE a. . / (6) 
PEG “i 


Deoarece 0 < a < 90° și 0 < «a < 90°, revine că trebuie, îndeplinite 
condițiile , 
GG —G 


0 4 7 

i pa et | g 
G 4+ GG? 

pa ITI 1, 8 

<an < l (8) 


6.15. Un corp de.masă m se află pe un plan înclinat sub unghiul æ. 
Asupra lui acționează, succesiv, forțele F} și Fa dirijate ca în figură. 
Coeficientul de frecare dintre corp și plan este p. Se cer condijiile de 


echilibru ale corpului în cele două situații. 


Soluţie. Considerind prima forță, avem două situaţii: A 
a) Corpul tinde să urce pe plan. Frecarea e dirijată spre baza pla- 
nului și are valoarea ' 


F, < N. 3 (1) 


Ecuațiile de echilibru vor fi scrise pentru un sistem de axe dirijat 
ca în fig. 6.15, a). Avem j 


F, cos a — mg sina — F, = 0 l (2) 
N — mg cos « — F, sin « = 0. 6) 
Vinind cont de (1), rezultă ITE 
F, < sina + u cong A oR 
cos « — p sin g : 


care este condiţia ca corpul să nu urce pe plan. 


-07 


b) Corpul tinde să coboare pe plan. Frecarea e dirijată spre virf 
planului. Ecuațiile de echilibru vor fi (fig. 6.15, b) i ici 


F, cos a — mg sin « + F, = 0 


N — mg cos a — F, sina = 0. 


Fig. 6.15 


Rezultă 


Sin 4 — u cos a 
F, > mg ÎN Ira 
cos 4 + u sin & 


care este condiţia ca corpul să nu coboare pe plan. 
„Corpul este în echilibru dacă condiţiile (4) şi (7) sint îndeplinite 
simultan, adică dacă - i 
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sin a — u cos a sin a cos æ 
mg RET HOE oam Sim a 38 ran a 
cos a -+ p SIn a cos a — p Sin & 


Considerînd a doua forță deosebim două càzuri: 
a) Corpul tinde să urce pe plan. Avem (fig. 6.15, c) 


F, < N. 


(5) 
(6) 


(7) 


© 


(9) 


Ecuațiile de echilibru vor fi 


F, cos B — mg sin « — F, = 0 (10) 
F sin 6 + N — mg cos a = 0 (11) 

de unde se deduce i 
F, d mg sin a + p oosa, 42) 

cos B -+ u sin B / 
b) Corpul tinde să coboare pe plan. În acest caz, avem (fig. 6.45, d) 
F, cos 6 — ing sin a + F, = 0 / (3) 
F, sin B 4+ N — mg cos a = 0 (44) 
de unde 

F, > sin x — u cos (15) 


- cos B — yu sin f ° 
Corpul rămine în echilibru dacă sint indeplinite simultan condițiile 
(12) şi (15). 


6.16. Un cub de masă m poate fi răsturnat în jurul muchiei drepte 
a bazei inferioare (fig. 6.16) prin acţiunea unei forțe oarecare. Se cere: 

a) valoarea forţei: minime de răsturnare: 

b) valoarea cea mai mică a coeficientului de frecare dintre cub şi 
suprafața orizontală (corespunzător punctului a). 


Soluţie. a) Forţa cerută trebuie să acţioneze perpendicular pe seg- 
mentul OA (care uneşte mijloacele muchiei în jurul căreia o posibilă 
răsturnarea cu opusa ei din baza superioară). 

Corpul rămine însă în echilibru dacă 


MAP) = M6) 4) 
unde G este greutatea cubului de muchie 
arbitrară a. Avem 

M(P)=Fi40=FiaVi 0) 
MAG) =G:CB = mg- $ 8) 


4 


Din (1), (2), (3) rezultă 
mg A 4 


fe Fin = 


Fig. 6.16 
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F, >F =o 


sau 


k -F 
pupe E n 


de unde .t: 


i : A 
Emin = 3 i (7) 


` 6.17. Un tablou este prins de perete printr-o sfoară de lungima 7 
care face un unghi « cu peretele vertical de susținere (fig. 6.17). 
Înălţimea tabloului este d, partea sa inferioară 
sprijinindu-se nefixat pe perete. Să se afle valoarea 
minimă a coeficientului de frecare dintre tablou și 
purete pentru ca aceasta să rămînă în echilibru. 


ponentele forțelor, se scrie 
G=F, + Teosa 


Soluție. Condiţia de echilibru, relativă la com- 


N= Tina (D 
F, =N (2) 
i Egalitatea momentelor forțelor faţă de punctul B 
se scrie ME 
Gl sin æ OT s E 
-- Fig. 6:47 <y S T(l cosa -+ Yd Psin? a)sin a (3) 
Avem ; 
F _ Lcos a + 2V 2—1? sna pi 
y Neola e a 
de unde Pagi i ; 
T „ _ leosa + 2V —R sina PONN | : 
e Pol ep pa) 
-uQ 


VII. MECANICA FLUIDELOR 
fi Li y i 

7.i. O minge cu masa m şi volumul: V este fixată la o anumită adin- 
cime sub apă (densitatea p). Lăsată liberă mingea se deplasează timp 
de t, secunde prin apă, după care iese la suprafaţă. Să se afle înălţimea 
maximă atinsă în raport cu nivelul apei și timpul total de mişcare (fig. 7.1). 

Sotuţie. Deoarece mingea urcă prin apă, ! 
rezultă că forţa ascensională Fa = Gaia — ! 
— Gorp = ma reprezintă şi forța accelera- ! 
toare. Avem : 


Gaiss = Vog i (1) 
Gop = mg © e A 
de unde cz ăi 
a= 8602m, 0) 
m 


Viteza după timpul ¿á este viteza iniţială pentru porţiunea aeriană 
a mişcării Eh ' E N i j 


i agitat, Ele a | (4) 
Înălţimea maximă atinsă de corp va fi H: 
ae atit tota E N SA a ae ke à 
m= n eT o 
g 2m : 


y Timpul de urcare este” iu 
s ve Ve — m), 


= A (6) 
Timpul total de mişcare va fi ` . 
f „2 P: 
i É d e, =h ttiutei, i 7 O) 
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7.2. Un corp cilindric cu secțiunea S, înălțimea A și densitatea p 
este atirnat la unul din capetele unei balanţe cu braţele egale, printr-un 


fir de greutate neglijabilă. La celălalt capăt se așază o greutate G’, 


constatindu-se că cilindrul este mai greu. Pentru echilibrare, cilindrul 
începe să tie introdus intr-un lichid de densitate p.. Să se afle adinci- 
mea de scufundare la obi- 
nerea echilibrului (fig. 1.2). 
Scluţie. Echilibrul se obţi- 
ne dacă 


E GE d) 


unde Geste greutatea corpu- 
lui, iar F forța arhimedică. 
Deoarece 

G = mg = Shpg (2) 
F = Gaiss = Main 8 = ST (3) 


Fig. 7.2 
rezultă 
G' = Shpg — F = Shpg — Srpg (4) 
de unde : 
Lă 
a 3 Sheg —G' g` 6) 
Spg s 


7.3. Se dau două corpuri identice (de densitate p) aflate la aceeaşi 
adincime într-un lichid (de densitate p, > p). Corpurile sint lansate 
în acelaşi moment pe verticală, cu aceeași viteză inițială ve dar în sen- 

; suri contrare (primu! în sus). Să se 
afle adîncimea inițială dacă corpurile 
ating suprafața liberă a lichidului 
în acelaşi moment (primul venind 
de sus) (fig. 7.3). 


Soluţie. Condiţia din problemă 
implică egalitatea timpilor de 
mișcare ai celor două corpuri. 

Acceleraţia celor două corpuri 
are valoarea 


a = a = aa afet - 1). (0) 


Timpul de mişcare al primului corp este 


t = tac + 2icu * (2) 
Observind că viteza primului corp în punctul C este 

ve = Vig + 2ah 8) 

şi că punctul M este punct culminant, avem j 

să 2ah — vo , 2V v} + 2ah 

T PIERE E / ® 

E / 

Timpul de mișcare al celui de al doilea corp este 

le = igp + tpe- (5) 


Observind că punctul D este punctul de adincime maximă (unde al 
doileá mobil se oprește un moment), avem 


t == 
| BD a (6) 
„2 y 

BD=%: 
2a n C 

Deci 
; taie 

ga Siza ai 2ah, (8) 


Din egalitatea celor doi timpi avem 


h= ii a) ki 3 9 
úndo i 
Pi (2 — 8) | 
POE A POI LA i 40) 


ae) 
p 

7.4. O sferă, goală în interior, are pereții confecţionaţi dintr-o sub- 
stanţă cu densitatea p,. Razele pereţilor sînt R, şi R; (R, > R). Cu 


ce fel de material este umplută sfera dacă ea plutește într-un lichid cu 
densitatea pz, fiind complet scufundată în acesta (fig. 7.4)? 
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`: Solujie: Greutatea! dis- 
locuită de sferă este. 


Gia =, Voorn Pat = RE 
4R (1) 

mui S * 

3 

~“ Greutatea. sferei: este 
formată din greutatea 
pereților, 


Ar | 

A Corpi 3 eg(Ri— 8) 
i 2) 
și a materialului de 
„umplere ... 


4 B3' S 
Gorgi = s Ș z p3 (3) 
3 
Din condiția de echilibru a sferei în interiorul lichidului avem 

y Gas = Georpı + Georpa (4) 
sau ii 5 

Rip: = Rip + puf — RÌ) © 6) 

de unde .densitatea p a materialului de umplere este i T. 

p= Riles — pa) + eha, (6) 
Ri. 


7.5. Două bile cu razele R, și R, (R, > R,) şi cu -densitățile: p}. şi 
P2 (P1 > P2) sint fixate la capetele unei bare de lungime d şi de. greu- 
: tate. neglijabilă și complet 
scufundate într-un lichid de 


poziția de suspensie a barei 
pentru situația de echilibru 
a sistemului de corpuri în 
lichid (fig. 7.5). 


Soluţie. Greutățile aparente ale celor două sfere vor fi 


ai i 4 
Ga =: 


E A “0 


“n, 
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densitate p < pz. Să se afle: . 


Momentele greutățiior aparente față de punctul de suspensie vor fi 


4n R? ` 
M, = 3 : d(p. — P) (3) 
4n R l l 
M, = 3 (pa — ed dh) 4) 


Din egalitatea lor se deduce 


ii FE ANINA RI «m ERE STR a 7 


` 7.6. Se dă un vas cu fundul mobil, de arie S, în cară se toarnă un 

lichid (densitate p) pînă la înălțimea w. Pe suprafața liberă a lichi- 
dului se atașează un piston etanș (de masă neglijabilă) pe care se 
aşează un corp de masă m: i 
Fundul vasului este susţinut ' 
printr-un sistem de pirghii 
(fig. 7.6). Se cere valoarea 
minimă a masei corpului de 
pe taler pentru ca lichidul 
să nu curgă. 


m r 


Solujie.. Greutatea pri- 
mului corp şi forța de presi- 
une hidrostatică a lichidu- 
lui, au împreună valoarea 


G' = mg + hogs. ü) - F8g. 7.6 

La echilibru este îndeplinită condiția : 
i i G= Gl 0. 2) 
sau i 

(mg + hgS)l, = mgla. 8 

de unde 
4 - Ă l s 
ea . i (Ma)min = (m, + hes) TE 
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7.7. Se dă vasul din figură care are o spărtură dreptunghiulară pe 
fund. Aria fundului vasului (inclusiv a spărturii) este S. Cu ce forță 
trebuie deplasat vasul (a cărui masă, exclusiv lichidul, este M) pentru 
ca în el să rămînă o cantitate de lichid (densitatea pọ) cit mai 
mare (fig. 7.7)? 
` Soluţie. În vas rămine o 
masă maximă de lichid dacă 
suprafața liberă a acestuia 
devine (în urma deplasării 
vasului) o față laterală -a 
prismei cu laturile l}, lz 
l = Sl. 

Volumul. acestei prisme 
este 


Fig. 7.7 V = Sh; (1) 
iar masa de lichid îngrămădită în acest spațiu este 
UlaS o 
= Vp =, E 2 
m= ea E o) 


Masa întregului sistem va fi 
m =M +m. (3) 


Suprafața liberă a lichidului rămîne în poziția amintită dacă forța 
de acțiune F” este rezultanta greutății lichidului şi reacţiunii normale 
pe suprafaţă, fiind dirijată după orizontală. 

Se observă că 


F' = ing tga = mg 2 (4) 
i 
iar conform legii a doua a dinamicii s 
ii pisi laSo 
F = = = M 2 5 
m'a z2| rI „0 


care este forța cerută de problemă. 


7.8. Un vas este plin cu apă. Debitul de volum este constant şi egal . 


Qy. Pe peretele lateral se practică două orificii de arie A fiecare, aflate 
la, distanţa d unul față de altul. Să: se afle coordonatele punctului de 
intersecţie a jeturilor de lichid care ies prin cele două găuri (fig. 7.8). 
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Soluţie. Conform ecuaţiei lui Torricelli, vitezele de ieșire a lichidului 
prin cele două orificii au valorile 


vı = V/2gh (1) 

v= V Zh + d) -B 

unde h este adincimea primului 
orificiu în raport cu suprafața 
liberă. Jeturile de lichid se intil- 


nesc dacă nivelul lichidului în vas - 
rămîne constant, ceea ce implică 


Qy = Ad + Ava (3) 


Din ecuațiile aruncării pe ori- 
zontală, pentru punctul de intilnire 
a jeturilor, avem 


T = Vil = Vata (4) 
„E8 _gâ B 
suie a-l ua ai (6) 


unde , și î, reprezintă timpii în care o particulă de lichid ajunge de la 
orificiile corespunzătoare la punctul de intersecţie. 
Avem astfel 


@=2V hh Fd), y=2h+d 


de unde 
1[Q2 zi 
pate!) PR, a: id 6 
j Aeon È Lu 
1[Q- 2A?) - š 
=— ge. —— i . Şi 
ia ea T. “i 4 


care sint coordonatele cerute. 


7.9. Un vas plin cu lichid pină la înălţimea + stă pe un scaun neted. 
Pe peretele lateral, în imediata apropiere a fundului, vasul are un orificiu 
de arie A, astupat cu un dop. - ` > 

Greutatea vasului şi a apei din el este G. Să se afle valoarea mazimă 
a coeficientului de frecare dintre vas şi scaun pentru ca la scoaterea dopu- 
lui vasul să se pună în mișcars sub influența jetului de lichid (densitatea 
lichidului este p) (fig. 7.9). 
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Soluţie. Viteza de ieşire a jetului de apă, la nivelul orificiului, este 


v= V gh (0) 
iar masa de lichid ieșită prin orificiu în timpul At este 
Am = p42: At i (2) 


Forţa cu care jetul împinge 
vasul are valoarea dată de con- 
servarea impulsului k 


F:At=Am:o 8) 
sau i 
F = pAv2 (4) 
sau i 
_ F= 2eeh4, 6) 


Deoarece frecarea dintre vas și scaun este 


F, = p6; (6) 
rezultă că vasul începe să se miște dacă: dist : 
i F, $ F E o 
de unde A r 
2oghA d 
mas = e (8) 


7.10. Se dau două corpuri cu densităţile p, şi pa care, în vid, au aceeași 
greutate. Ele se atirnă la capetele unei balanţe și se scufundă într-un 
á i lichid cu densitatea p. Ce relaţie 
5 este între braţele balanței în echi- 

EI a libru în lichid (fig. 7.10)? 


Soluție. Volumele celor două 
corpuri sint 


7, = £ 4) 
PE 
n= B 


iar greutățile lor aparente in lichid 


Ga =6— a =G(t- 2) 8) 
: p SR: 
G= Qi Wu e[1— 2). (4) 
ia e Pa 
3 - A Li . Í 
Fie 1, şi la brațele balanței. La echilibru, avem i j 
G) i Ga la = Gea: la ; / (5) 
de unde i $ 
ip Bt, (6) 
la Pa Pe? ; 


care este condiția cerută. 


7.11. O pompă, acționată de un motor, cu randamentul 7, urcă apă 
într-un tub cilindric cu secțiunea A și înălțimea h. Știind că debitul de: 
masă este Qm, se cere puterea minimă a i 
pompei (fig. 7.11.). 


Soluţie. Calculele se fac „pentru cen- 
trul de greutate al cilindrului plin cu 
lichid. În acel punct energia totală a 
masei de apă va fi 


E= E, + Ep i 
sau 
2 h m 
PN APE e, 2 = 
y mpa Pre) CA 


unde m este masa lichidului din tubul de urcare. 


Știind că 
3 OL f 
În i 8) 
sau : i 
i R l 
= Å — A). 
d e (4) | 
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avem 
NE-A 6) 
et 
Observind că A 
Om =T = P40 6) 
avem în final l i 
__ Qm (Om A 
Prin = Se (Sateh Li (7) 


7.12. Un rezervor plin cu apă prezintă o spărtură de rază r pe fundul 
circular al vasului de rază R. În cît timp se golește rezervorul dacă la 
momentul inițial t=0 avem înălţimea coloanei de 
lichid h = ho (fig. 7.12)? ; 

Soluție. Ecuația de continuitate, combinată cu cea 


a lui Torricelli, ne dă . 


Q, = 7r? V gh. (1) 


. În timpul dt nivelul lichidului scade cu dh, astfel 
încît ecuaţia diferenţială a curgerii este 


= 


1 
4 
1 
[| 
| 
1 
| 
1 
1 
f} 
1 
I 
Li 
1 
| 
| 
a 


Q,: dt = — nR?dh (2) 
sau 
R? 

dt = —dh. 3 
z i v2/ 2gh i 

a Rezultă | 

t R? ħ d 
PA di = = 77 4 
Fig. 7.12 f vy 2g y Vi” (9 
deci 

_2R2- fho, 5 
= Va 6) 


7.13. O sferă cu volumul V pluteşte la suprafața de separație a 
două lichide nemiscibile. Densitatea corpului este p, iar a celor două 
lichide p; şi pa (P1 < P < P2). Să se determine porțiunile din volumul 
sferei situate în cele două lichide. Discuţie (fig. 7.13). 
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Soluţie. Fie V, și Va volumele celor două porţiuni. Este evident că 


V=V, +V: (0) 
Greutatea sferei va fi i 
G=(V,+ Vde © (2) 
Forţa arhimedică totală are valoarea ` / 
Gas = Vip + Vaz? / (3) 
şi în cazul plutirii ea egalează greutatea corpului 
(Vı + Pap = Vrea + VaPa (4) 
de unde volumele părților vor fi 
Vu Pa, 65) 
Pa Pr 
Va VAI, (6) 
P2 — Pi 
Cazuri particulare: Fig. 7.13 


a) Dacă p = pı, avem 
v =V -(7) 


și Va = 0, adică sfera se află integral în lichidul mai ușor (superior). 
b) Dacă p = pp, avem . 


V=V = (8) 
şi V, = 0, adică sfera este introdusă toată în lichidul mai greu (inferior). 


7.14. Din virful unui plan înclinat sub unghiul a este lansat spre baza 
planului un corp cu viteza iniţială va. Înălțimea planului este }. După 
parcurgerea planului, corpul (densitatea corpului este p.) intră într-un 
lichid cu densitatea 2 (p2 > pı). Suprafaţa liberă a lichidului este 
la aceeași înălţime ca baza planului. Se cer: 

a) timpul mazim în care corpul se deplasează prin lichid; 

b) adincimea mazimă la care corpul pătrunde prin lichid; 
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Fig. 7.14 


c) distanța mazimă parcursă de corp. (pe orizontală) prin lichid 
(fig. 7.14). 
Aplicaţie pentru « = 30°; va = 10 m- s4; h = 4 m; 
pı = 800 kg- m”3; pa = 1000 kg: m3, 
u = 0,13 a= 10 m - s2. 
Soluţie. a) Mai întii se observă că lungimea planului înclinat este 
i h 


sin æ 


iar accelerația de coborire pe plan are valoarea l 
u cos a) = 4,15 m/s2. (2) 


a = g(sin « 
Rezultă că mobilul ajunge la baza planului cu viteza 
v= VERI = 13 m/s (3) 


În acest moment, corpul intră în lichid, cu viteza iniţială vg. 


Mișcarea prin lichid echivalează cu o aruncare oblică. Componentele 
vitezei inițiale de aruncare vor. îi (pe verticală şi orizontală) i 


: Uo = Vp Sin a = 6,5 m/s (4) 
o = vpeosa = 11,2 m/s. (5) 


Acceleraţia - corpului prin lichid se calculează din forța ascensională 
şi are valoarea 


dig (2) = 25mi s2 (6) 
: - Pa E 
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Din aruncarea oblică se ştie că timpul maxim de deplasare este 


__ Wow _ 2vB sina 
A E T~ t 


a a 


ax 


= 52*s (7) 


b) Adincimea maximă este dată de expresia 


hmas = han Ž=845 m >, 8 
c) Distanţa maximă pe orizontală va fi / 
a j 
“ dmas = tanina = 58,4 m. o 


7.15. Un corp are noutatea reală G şi greutatea aparentă, într-un 
lichid cu densitatea p}, egală cu Ga. Densitatea corpului este p (g = 
= 10 m/s2). 

a) Pentru G=2 58 N;Ga = 1 N; p = 2580 kg/m; = 1000 kg/m’, 
se întreabă dacă corpul are sau nu "goluri în interior. a caz afirmativ, 
care este volumul golurilor? 


b) Corpul de la punctul a), considerat plin, este lăsat să coboare e prin 
apă pină la adincimea de h = 20 m. Se cer: 


b,) timpul în care sint parcurşi ultimii W = 5 m. 
b2) distanţa parcursă numai în ultima secundă. 


` Soluţie. a) Se calculează mai întii volumul V al corpului în ipoteza 
că i fi plin. Avem 


= mle = Gleg = 104 m3, Calculăm apoi volumul V’ al corpului 
prin gi zare greutăţii aparente 


6, =G — Fa =G — V'pg 
de unde i i 
V’ = 1,58 1074 ms, 
Deoarece V’.-# V, corpul ` are goluri, al căror volum este 
V” = V’ — V = 0,58 - 1074 mă. 
; b) Calculăm accelerația corpului prin apă. ‘Avem 
ma =G — FA sau Gajg = G — Voip 


de unde 
„a Zm]. 
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dania 


b,) Timpul total de mişcare este 
t= V2h]a = 26 s. 
Primii h — k metri sînt parcurşi în timpul: 
t = Vh > ha s 223 s. 
Deci, ultimii X’ metri sint parcurși în timpul 
t =t—ť = 037 s. 
b,). Pină la începutul ultimei secunde, corpul a coborit pe distanța 
hk” = a(t — 1P]2 = 7,68 m, 
În ultima secundă el va parcurge distanța 


Ah = h — h” = 12,32 m. 


7.16. O picătură de apă, care are o viteză limită v, se desface instan- 
taneu în n picături mai mici identice. Care va fi viteza limită a unei 
picături mici? 

. Soluţie. Fie v’ viteza limită cerută a unei picături mici de arie S’. 

Din valoarea rezistenţei la înaintare, avem 


Sv? = nS'w2 ; (1) 


unde S este aria picăturii mari. Rezultă 


Eaa | AR Ai 
va: f (2) 


Notind cu R şi M raza, respectiv masa picăturii inițiale de densitate p, 
avem 
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. 


Notind cu r raza picăturii mici, avem 
Amr M 


Din (2) rezultă 
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VIII. REZISTENȚA MATERIALELOR 


8.1. Rezistenţa la comprimare a unei grinzi este proporţională cu 
secțiunea acesteia, iar la încovoiere (în poziţie orizontală) este propor- 
ţională cu lungimea secţiunii şi cu pătratul înălțimii acestei secțiuni 

(presupusă dreptunghiulară în ambele ca- 
_ zuri). Grinda se confecţionează dintr-o birnă 
cilindrică cu diametrul d. Ce valoare trebuie 
să 'aibă lungimea l a secţiunii pentru ca 
rezistența grinzii să fie mazimă (fig. 8.1)? 


Soluţie. a) În primul caz rezistența are 
valoarea 


R = kS = kih. (1) 


Convenind k= 1N:m'2, valoarea rezis- 
tenței este 


Fig. 8.4 R=] VEZE. s (2) 


Derivata rezistenței în raport cu lungimea va fi 


N me E a (3) 


Din anularea ei se obţine 


[llR= Ra = 


Aai (4) 


Într-adevăr funcţia (1) trece printr-un maxim, căci pentru 


l< 2/3 ap >o și pentru 1> AV 2 a pe <0, 


În acest caz secţiunea trebuie să fie un pătrat 
b) În al doilea caz rezistenţa este F 
R = hl(a2 — P) (5) 
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Gonsiderind k = ÎNim$ şi derivind în raport cu Z, avem 


ECL A an, " ' 6 
” a „dd i o 
Prin 'aiiularea derivatei se -obțin dimensiunile secțiunii i: 
cip w wya i 
n Ne i 4e EE 
> RIES va, | / ® 


Asemănător ca inai i sus se arată dă (5) trece printr-un; maxim. 


„8.2. O sirmă de cupru are. rezistenţa, la rupere de 4,446: 40 Njm?, 
'Să se ăfle lungimea minimă la. care sirma se rupe din cauza greutății 
proprii. La ce temperatură trebuie adusă sîrma (plecînd de la 0°C) împie-: 
dicată să se dilate pentru a obţine oon efort unitar? (p = 8 900 kg/m?; 
a= 1 7. 105 k3; E= 98: 101 N/m?.) 


Soluţie. Efortul unitar ‘normal este: idia de greutataa proprie, 
adică 


E) Pr 'G da 
dă ` = — e : 1 
3 0) 
Sirma fiind cilindrică, avem 
! mg __ vog 
i = = e 2 
) a Fi FE (2) 
sau 
p= lmin i Pg (3) 
dè unde i 
! i i lmin = — 7.4 624 me (4) 
o 


Pa Dima! 5) 
5 Jer | 
avem 
5 © 
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8.3. Un fir extensibil, de lungime nedetormată Zo, susține un corp de 
masă m, în rotație într-un plan vertical (se presupun date E și S pentru 
fir). Între ce limite este cuprinsă alungirea absolută a firului? Care este 
valoarea mazimă a perioadei de rotaţie pentru 
care alungirea absolută se anulează (fig. 8.3)? 


lt 
Al Soluție. În punctul culminant A avem: 
po ii F=FPy—G (i0 
í i unde 
H | 
i ] F= Es. Amin, 
N pi lo 
e F, me X+ Al 2 
Dai a => =mo?(l 4 
e A lo + Dlm (lo | min) e 
Ep E G = mg 
Fiz. s.a ande w este viteza unghiulară de rotaţie a firu- 
ad lui. Avem 
7 Pa i 
Almin e, = 0 


"ES mo, 


În punctul B, avem (după un calcular similar) 


lo(lao2 + 2) 
Alpan = A TR 
me ES — moly 6 
deci 
i Almin < Al < Almas 6) 


Numai alungirea absolută minimă se poate anula şi din Amin = 0 
avem 


An?lo Z (6) 


ci 


de unde 


[Tola=o = 2 y= a 0) 
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8.4. Două fire de metale diferite, au aceeași lungime nedeformată. 
Sub acţiunea aceleiași forţe, ele capătă aceeași alungire absolută. Ştiind 
că modulele de elasticitate sint Æ, și E, iar primul fir are diametrul d}, 
să se calculeze cele de al doilea diametru. Aplicaţie pentru: E, = 
= 9,8 1010 N/m?; E, = 1,96- 1011 N/m2, d, = 10° m. 


Soluţie. Conform legii lui Hooke, avem relaţiile 


AF „Ah Fă 
sii: / o 
4F, A, ; 
- i) i "a => dă De i i 
Conform problemei Al, = Al, Fi = Fa, lo = log Deci ia 5 
dE, = hE, si (2) 
de unde 
n>a yi 8) 


Valoarea numerică este: da = 71: 105 m. 


8.5. -Se dau două fire metalice (de 
natură diferită) care susțin un corp 
(fig. 8.5). Metalele au limita tensiu- 
nilor admisibile la întindere o, şi oz şi 
secţiunile S; și Sọ. Știind că firele for- 
mează între ele unghiul 2«, să se calcu- 
leze greutatea mazimă a corpului atir- 
nat de fire (se impune un coeficient de 
siguranţă k). 

Soluţie. Greutatea G a corpulai 
se descompune în componentele 

G 


F, =F, = « 
j 2 2 cosa 


(1) 


Pe de altă parte avem . Sa 5 alia 
Fo 00 0) 


Fa = 0352 i a Sti. 449) 
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Trebuie să alegem cea mai mică din aceste forţe la care rezistă firele. 
Fie această forţă F, Avem - 


Gmax = 2F; Cos a (4) 
Impunindu-se un coeficient de siguranţă, rezultă că 


G 2F E 
Gras = DE = 008 de 5 
az a k (5) 


8.6. O bară metalică cilindrică, cu modulul de elasticitate E, este 
intinsă de o forță F. Alungirea relativă nu trebuie să depăşească 
valoarea e, iar efortul unitar nu trebuie să treacă de valoarea o. Se 
cere diametrul minim al cilindrului care îndeplineşte aceste condiţii. 


Soluţie. Calculăm diametrul barei pe două căi: 


a) avem 
4F 
jet. Bi 1 
o, (4) 
de unde îi oo i aur í 
F 
dh = y nEs e) 
b) avem i pe d ! 
AF: zi 
i — K ! 3 
r o (3) 
de unde 


da= yž at o 0 


Din cele două valori posibile ale aceluiași diametru se va alege valoarea 
cea mai mare. 


8.7. Se dă sistemul din figură în care se presupune că barele 1 şi 2 
rezistă solicitărilor impuse. Mărimile l, a, a. se presupun cunoscute. 
Pe bara 3 se aşază un corp de o anumită greutate. Se cere: poziţia 
corpului pe bara 3 astfel încit barele 1 și 2 să fie egal solicitate la întindere. 
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(1) şi are valoarea 


Soluţie. Avem relațiile 


G=- 
sin aj 
G 
sin P 
Dacă Gi = G,, rezultă 
G, si sin % k pe 1 
Ga sina O) en + Fig. 8.7 J 
Pe de altă parte, avem l l $ 
Gi _l-v 
G: „ză g` | (8) 


de unde poziţia cerută în condiţia impusă este 
z=l __ Sin ae 
- SN æg + SIN a 9 
8.8. O bară metalică de lungi i ți 
- n ic e gime Z şi de secțiune const 
taiga i vertical şi acționată de o forță pe ATI F. a red sale 
, rtu ă i i i 
gg i gri ar suportat de bară? (Densitatea materialului barei 


Soluţie. Considerăm o secțiune în bară plasată i 
, _ Soluţi t asată la dist i 
inferioară (2). Greutatea porțiunii de sub aoit nivel a bai ate a: 


Gx = msg = Vapg = Srpg (1) 
Efortul unitar la nivelul acestei secțiuni este 7 
_ FE +G l 
o= ET 2) 
sau 
5 Fa ii 
Oz = 3 + Tog. (3) 


Eni . . . cS 
Efortul unitar maxim se obține la secțiunea 


Omas = loshi = E+ O 


i 131 


iar cel minim se obţine la secţiunea (2) şi are valoarea 


: Gmin = [oxle=o = T i 6) 


S 


Omin < O < Omax. 


8.9. Bara din problema precedentă are 
Snax Sectiunea inferioară Sọ și efortul unitar o 
constant de-a lungul barei. Se cere secțiunea 

*d$ maximă a barei (fig. 8.9). 


Soluţie. Deoarece efortul unitar este con- 
stant, rezultă că secţiunea barei este vari- 
abilă. 

Secţiunea mazimă se obţine la (1), iar cea 

- minimă la (2). Se consideră o secţiune în bară 
dusă la nivelul z și una imediat următoare, 
la nivelul z + dz. 

Secţiunile astfel luate au valorile:. S, și 
Sg + AS. Avem 


ss, =F +6, (1) 


Fig.. 8.9 


o(5s + 45.) = F +G, + pgSpdz, 2) 
(considerind porțiunea dintre Sẹ şi Sy + dSy drept o prismă). Din (1) 
(2) se obține, prin scădere, ecuația diferențială ; 


aSr _ PE as | (3) 
Sx o A 


egx 
Sz = Soe? (4) 
deci 
ogl 
Smax = Ss, 


x=ł 
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IX. FIZICĂ MOLECULARĂ, 


TERMODINAMICĂ / 


/ 


9.1. Un fir metalic de lungime Z este fixat în două puncte A şi B, 
pe aceeași orizontală. La mijloc se aşează o greutate care coboară pe o 
distanţă oarecare. Cu cite grade trebuie să încălzim firul pentru a pro- 
duce o alungire de n ori mai mică 
decit distanța amintită? Să se ob- 
serve o proprietate interesantă a 
intervalului termic cerut (fig. 9.1). 


A 


_ „Soluție. Conform legii dilatării 
liniare, alungirea firului pe cale 
termică este ` 


| Al = loa At = 2la At. (1) 
Din enunț, avem 


MM' = nAl (2) 
sau : 
MM’ = Dont, » (3) 
Din figură avem 


„d 244 
AM = ZU eA) „aa i aA 4) 
2 2 p : 

MM'= VAM? AM? = VU F aA)? — 1 6) 

deci , 
ja i 6 
a(4n2 — 1) © 
adică temperatura este independentă de lungimea firului. pomo d 


19.2, Se dau n corpuri de mase my, Mo, -.- May cu căldurile specifice 
Cis Ca = Cn Şi cu temperaturile iniţiale î, < tẹ <... < ta Sistemul 


r 
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ajunge în echilibru termic. Să se arate că temperatura finală 0 îndepli- 
neşte condiţia: 4 < 8 < tr- 


Soluție. Conform principiilor calorimetrice, temperatura finală are 
valoarea 


„n 
55 mici 


9 = Milut + Mocata + «+ + MaCnin î=t (1) 


mc, Mala + see + Mnn m 
aC, F+ ala mc 
1=i 


Soluţia problemei revine la verificarea inegalităţilor evidente: 
Maat, F Mocata + -o F Manta < în( acu + Mala + -o + Cn) (2) 
malul, + Maceta + -o + MnCnln > (M,C, -+ Mata + -e FH Tan). (3) 
9.3. Două lichide au temperaturile inițiale î, și te(f > î2). Masa 
celui de al doilea lichid este ms. Lichidele se amestecă astfel încît tempe- 


ratura finală 0 respectă condiţia te < t3 < ® < t < t. Între ce limile 
este cuprinsă masa primului corp? (Căldurile specifice ale lichidelor sint 


Cı Şi Ca.) 
Soluţie. Avem 
Mci + Macot > 


Maica F Mala 


0 = 


Din condiţiile A 

0>40<u 
rezultă i fe, 
macel, — to) 


Mecalta — to) <m < ; 
clth — t) 


alt — LA) ti 


9.4. a) Cu o masă oarecare de gaz perfect realizăm o transformare 


izobară în care volumul să crească cît mai repede cu temperatura. Cum 
trebuie să luăm presiunea inițială a gazului, mai mare sau mai mică? 

b) Cu aceeași masă de gaz realizăm o transformare izocoră în care 
vrem ca presiunea să crească cît mai încet cu temperatura. Vom folosi 
un vas cu volumul mai mare sau mai mic? 


Soluţie. a) Din legea Gay-Lussac avem 


Yo i 
=T > 1) 
4 T. ( 
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` 


iar din ecuația de stare (inițială) 


PoVo = YRT, (2) 
de unde 
p = RD, P 
È ce ` Po / 
Deoarece j 
yR : f 
a = arctg — : / 
Po 


rezultă că dacă luăm o presiune iniţială (constantă) mai mică, viteza de 
creştere a volumului este mai mare. 


b) Un raţionament analog arată că 
vR 
= — T. j 4 
P T (4) 


Deci, dacă vrem ca presiunea să crească cît mai lent o dată cu tempe- 
ratura, trebuie să folosim un vas cu un volum inițial (constant) mai mare. 


9.5. Un meteorit intră în atmosfera terestră. Ce viteză inițială 
minimă trebuie să aibă pentru ca: 


a) să se topească la temperatura de topire £, (temperatura inițială 
este to); 


b) să se transforme în vapori la temperatura de fierbere ty. Celelalte 
constante termice ale substanței meteoritului se presupun cunoscute. 


Soluţie. a) Căldura necesară topirii are valoarea 
Q = meţt, — to) + mă 3 SI (1) 


care provine din transformarea energiei cinetice iniţiale 


2 
de unde N 
Vomin =V Ac S W FN 8) 
b) Căldura necesară fierberii este N 
Q = mleli — t) +A + etr — t) +0 : (4) 
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"2 
Ep 6) 
de unde 
Vomin = V Ael, — to) FAF ltr — t) +2] (6) 


9.6. O sirmă metalică cu lungimea Z are temperatura t. Ea este 
răcită pină la temperatura tł» Să se determine frecvența minimă de 
rotație pentru ca lungimea sirmei (care are la capăt un corp cu masa m) 
să fie invariabilă. Se presupun cunoscute constantele termice şi mecanice 
ale materialului. sirmei. 


Soluţie. Contracţia sirmei produsă prin răcire este 


(Al)rermica = la(tı — t2) (1) 


unde « este coeficientul de dilatare liniară al sirmei. 
Alungirea absolută produsă prin forța centrifugă are valoarea 


Fl 


(Al)mecanica = 35 2). 
unde E este modulul lui Young al sirmei de secţiune S. Deoarece 
F = 4r? my | ; (3) 
(Al)iermica = (Al)mecanica (4) 
avem ' 
va A | IO 6) 


2r ml 


9.7. Un tub de lungime 2 conține o co- 
loană de mercur k ce separă o coloană de aer. 
Tubul se răstoarnă într-un alt vas cu mercur, 
răminind o coloană de mercur în el. Care 
trebuie să fie lungimea minimă a tubului 
pentru ca mercurul să se verse în vas în 
totalitate? (Presiunea atmosferică este pa 
torri; fig. 9.7.) 
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Soluţie. Aerul suferă o transformare izotermă. Notînd cu S secţiunea 
tubului, avem (fig. 9.7) 


Piı=Pa +h 
Vi = Sl — h) | (4) 
Pn = Pa — t , i 
Vu = Sl — 2). i / 
Conform legii Boyle-Mariotte, rezultă / 
(Pa + A) — h) = (Pa — 2 — 2) 
sau 
2? — (Pa +U + K — hl + Pa'h = 0. (3) 
Dacă mercurul coboară în totalitate, aveni x = 0, ceea ce implică 
h — hl + ph =0 (4) 
deci ` l 
lmin = Pa + h. (5) 


9.8. Un cilindru metalic conține un lichid cu temperatura î,, pînă la 
nivelul h,. Coeficientul de dilatare liniară al vasului este a, iar cel al 
lichidului y. Sistemul se încălzește la temperatura tz. Să se discute relația 
dintre noul nivel şi vechiul nivel în funcţie de relaţia dintre cei doi 
coeficienţi. 


Soluţie. Fie R raza bazei cilindrului metalic la temperatura îi. Avem 


S, = TR? (1) 
; Sey, = SU + alta — h) © (2). 
Analog, cele două volume ale lichidului, vor fi 
Vu, = x? i (3) 
şi Ni 
Vu =Va [1 + vita — b)] = Rh + v(ta — î)]. (4) 
Noul nivel al lichidului va fi : i 
i Y, . 1 + Y(ta— ti) > 
Rt = fiy e 5 
S, © 14 2elt— h) (6) 
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Se observă că: 

a) dacă y = 2a avem h, = h, şi nivelul rămîne acelaşi; 

b) dacă y > 2a avem ha î> h, şi nivelul creşte după încălzire; 
c) dacă y < 2a avem hg < h, şi nivelul scade după încălzire. 


9.9. Se dau două bare metalice care la temperatura 4, au lungimile 
li, Și l Coeficienţii de dilatare liniară sint a, şi. az. Barele sint 
încălzite la temperatura t, > î,. Ce condiţie trebuie să îndeplinească 
lungimile iniţiale şi coeficienţii de dilatare pentru ca diferenţa dintre 
alungirile barelor după încălzire să fie independentă de intervalul de 
temperatură. 


„ Soluţie. az 
Di = af + culta — t) (1) 
lia = la [1 H olt — b)) 
deci 
Al, = li, — lin = lea * At (2) 
Als = lip — liy = lipta" At 
Al = Al, — Al, = Atla — luata) (3) 
Dacă Al nu depinde de diferența de temperatură, rezultă că, | 
i la — ai =0 4) 
sau îi | aai 
la, a) 


l 


a 


care este condiţia cerută. 


9.10. Se dau barele metalice cu lungimile lọ şi lo2 la 0°C. Notind 
CU t, ta, ta temperaturile la care lungimile, respectiv secţiunile şi volu- 
mele devin egale, să se determine ordinea de valori a celor 3 temperaturi. 

Soluţie. Avem 

li, = loll + aut) 
i lin = loll + at). 
Din liy = lig avem i 


(1) 


E loa — lo, A (2) 
loti — loa%a 
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Din Su, = Sep respectiv Vi, = Vi, avem 


loz si loa 


SI (3) 
2(loa — Lo202) i 
loa — l 
, te R 02 01 ë (4) 
S (lora — loz%2) 
deci / 
ui >> i 
este relaţia de ordine cerută. / 


9.11. Se dau trei bare metalice cu lungimile lot, loz, los la 0°C. La ce 
temperatură trebuie încălzite barele ca să formeze un triunghi echilate- 
ral? (Se cunosc coeficienții a, și a de dilatare liniară ai primelor două 
bare.) 


Soluţie. Avem 


lall + at) = lol + aat). = losl + ast) (1) 
unde ż este temperatura cerută. Se poate scrie 
la _ 1 + ast 
i i + at (2) 
to — + at 
l 14 ast 
de unde 
1 + at lo - 
E st, ă 
1+ at lo 6) 


Temperatura cerută va fi deci 
loz — lor 


lorti — loza 


t= (4) 


9.12. O coloană de mercur cu lungimea 1 separă o coloană de aer 
într-un tub cilindric închis la un capăt și deschis la celălalt. Coloana 
metalică este în echilibru cu coloanele de aer de lungimi 74, 12, la (fig. 9.12) 
pentru cazurile cînd tubul este orizontal, vertical cu capătul. închis în 
sus, respectiv în jos. Ce condiţie îndeplinesc lungimile celor 3 coloane 
de aer? 
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mosferică și cu S secţiunea tubului 
avem 


ais =p 
V, = Sh 
II Pz =Pa—l 
| Va = Sl; o 
i ci ERA p 
Fig. 9.12 Vs = Sl}. 


Folosind relațiile transformării izoterme, pe grupe de stări, găsim valo- 
rile presiunii atmosferice 


=l 
Pa = L- 
m=} A 
eul i 
h + l) i 
Pa uE 
de unde condiția cerută va fi | 
la __b le +l; 
TARIE ARN MR Pi ~h 6) 


9.13. Într-un vas se află o cantitate oarecare de apă rece și apă caldă 
care împreună au un volum inițial oarecare. Să se observe o proprietate 


a volumului celor două categorii de apă după stabilirea echilibrului 
termic. $ i 


Soluţie. Notăm: M, — masa apei mai reci, de temperatură iniţială z 
ma — masa apei mai calde, de temperatură iniţială t, > 4, 0 — tempera. 
tura finală a amestecului, pọ — densitatea apei la 0°C, Pa» Pa — densi- 
tăţile apei reci, respectiv calde, V,, V} — volumele iniţiale ale apei reci 
respectiv calde, V,, V, — volumele finale ale apei reci, respectiv calde 
y — coeficientul de dilatare al apei. a$ 

Ecuația calorimetrică ne dă 


m,(9 = tı) = m(t; — 0). (1) 
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Soluție. Notînd cu p, presiune at- 


Avem j 
2 00 
gi e 2) 
FER Po 
i 1+ Yt ` 
' / A 
AER E ce BLA E ** j 
i Pr fo opa S Eog / 
Va 24 3 gt 
? P2 Po Hi Yal EO) 
V; = =a + y0) 
Po Po 
v, = Pau + y8). i 
şi „fi Po "Pepi -"! sig 
De asemenea er moa 
pen Ea RE pp e A g 
Po, 
Va — Vi = 72 Y(t — 0) 
P2 | i ia 
Vi Vu Va V) S „6) 
deci a ka 
Vi + Va = Vi + Va E 


adică volumul nu se modifică după stabilirea echilibrului termic. 


9.14. Un mol de gaz monoatomic aflat inițial la temperatura T, şi 
presiunea p; se destinde după legea: T = aV — bV?. Să se determine 
variația energiei interne atunci cînd volumul său creşte de 2 ori. Ce 
relație trebuie să existe între a și b pentru ca energia internă în starea 
finală să fie egală cu cea din starea iniţială?, - 


Soluţie. Din ecuaţia de stare fat 
PV = vk Tr’ j (1) 
a 


deducem 
v, vRT; 
Pi 
papa RT, 
Pı 
Avem 


dT = (a. — 25V) aV 
dU = 2 yR ar=2 vR(a — 25V) dV. 
Variația energiei interne este l 


3 (v 
AU = 2 vf (a — 2V) av 
2 v, 


sau 
Atad ER (a 3b =a). 
Pı Pı 
Condiţia AU = 0 este îndeplinită dacă 
| a RT 
bo Pı i 


(2) 


(3) 


(4) 
(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


9.15. Să se arate că adiabata unui gaz perfect descreşte mai repede 


decit izoterma corespunzătoare. 


Soluţie. Ecuațiile adiabatei, respectiv izotermei, sînt 


pV“ = C, 
; PV = Ca 
unde C, și C sint constante. Avem 
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(1) 
2) 


(3) 


(4) 


Întrucit 


caiac 


(5) 


rezultă că adiabata descrește mai repede decit izoterma; 


9.16. Un cilindru închis la ambele capete con 


ține un gaz oarecare 


şi este împărţit în două părţi de un piston (fig.9.16). Masele de gaz sint 


aceleaşi în ambele compartimente. Știind că la te 
în ambele părți) avem V/V = n, se 
cere ce devine acest raport la tem- 
peratura T’ (aceeaşi pentru ambele 
părţi). Discuţie. 


Soluţie. Fie pı, Pa Şi pi, Pa presiunea 
gazului în părțile 1 şi .2 la cele două 
temperaturi. Avem 

Pa — P= Pa Pr (1) 
Vut Ves Vitra > 0) 


respectiv 


mperatura T (aceeași 


PV = PV; 8) 
PV = PaVa (4) 
Notind V,/Va = z avem . A i ; 
Pin i (6) 
i $ 
Baa: l (6) 
Pi 
de unde | d 
p(n — 1) = pile 1) (Q) 
(i + 7) =V; ( + 2) (©) 
2.3 n g 
adică ; Š 
ran 1 ' 
piVuln — 1) (! 4 7) = piVita —4) [i + 2): 9 
f T eag 


Știind că 


m (10) 
avem în final 
T Ħ@—i_ æti 
TE T. n- 2 (11) 
sau 
o T 
cr air ci at îmi mud y (12) 


Se observă că: 


| a) dacă n = 1 = v = 1, adică greutatea pistonului se neglijează 
şi raportul volumelor rămine același; 


b) aceeaşi concluzie rezultă pentru n > 1 şi T’ — oo; 


| c) Dacă n>1, iar temperatura 7” nu este foarte mare, greutatea 
pistonului nu se mai poate neglija. În acest caz, avem 


asi; ul usa 

n rejit Ana C3) 
9.17. O masă m de gaz, cu masa moleculară M, este închis într-un 

corp de pompă, avind la o anumită temperatură presiunea p, și volu- 

mul V,. Fiind încălzit, parametrii gazului devin pa și Vg; Se cere tempe- 

ratura mazimă la care a fost încălzit gazul, dacă presiunea depinde de 

volum conform relaţiei: p = b — aV. 


Soluţie. Avem 


p=b—aV ` a 
m 
— ` PY i e) 
de unde ; 
_MaV? — MbV + mRT =0. i 3 
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. această temperatură mazimă dacă firul 


Conform teoriei extremului trinomului de gradul II, dacă T = Tmas» 
se verifică relaţia“) 


M? — 4MamRT = 0 (4) 
de unde 
Mb 
Too = e 5 
ma 4amR / 6) 


f 


Constantele a şi b se deduc din (1), punind succesiv p = py, p= Po 
V = Vu V= Va Se obține / 


= Pa 7 Pi A 6 
a V, V; q (6) 
ba A ARI A API o) 
h= Pe i, 
deci 
M(poVu — PV? zi (8) 


T n, =_e E 
iz 4mR(V, — Va)(p2 — Pi) 


9.18. Se dă un cilindru deschis la ambele capete, de secțiune S, ce 
conține două pistoane legate printr-un fir (fig. 9.18). Presiunea inițială 
în cele 3 compartimente este p, iar 
temperatura T,. Gazul din comparti- 
mentul închis este încălzit izobar pină 
la o anumită temperatură. Se cere. 


rezistă pînă la tensiunea T. Fig. 9.18 


Soluţie. Fie pa presiunea corespunzătoare temperaturii: cerute. Avem 


Pa _ Tmax 4) 
Pi Ti 
de unde ` 
P2 = Pi’ Tmar -` (2) 
Ti : 


*) Relaţia (4) poate fi dedusă prin intersecţia dreptei p = b — aV,în coordonate 
Clapeyron (p, V), cu o familie de izoterme. 
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Forţele ce acţionează asupra pistonului sint 


Fa = PS 
F, = paS = PS" Tmar * 
7 ._' 
„Echilibrul forţelor se scrie 
Fa=F +T. 
sau “= 
S“ Tmar — S47 
Pi = ps 4 
de unde 
PS 


(6) 


X. ELECTROSTATICĂ 


10.1. Se dau sarcinile electrice Q, și Qz (Q, > Q2) aşezate la capetele 
segmentului A B = 1 (fig. 10.1). Să se determine poziţia de echilibru a 
sarcinii de probă pentru cazurile cînd cele două sarcini sint de același 
semn și respectiv de semne 
contrare. „d +i k 


Soluție. În ambele situa- 
ţii, sarcina de probă (+1) se 
află în echilibru dacă R 

E +E,=0 (1) Q -Qp kH F 
unde E, și E, sînt intensită- 
tile cimpurilor electrostatice z 
create de sarcinile Q, și Qa Fig. 10.1 
in punctul de echilibru. 

a) Presupunem că ambele sarcini sint pozitive. În acest caz, poziția 
de echilibru se află între sarcini, mai aproape de sarcina mai mică. Fie x 
distanța de echilibru față de prima sarcină. Intensitățile cimpurilor celor 
două sarcini vor fi $ 


E, = 9:10 -t D 
Qı 7 : 
= 9: 109 — =. 
= i 
Din egalitatea modulelor lor rezultă 
_ UQ. + V/Q0.Q) . E: aa (4) 
sti dă Qi — Qr 
Întrucit 0O<z<l şi o | 
Q+ VQ 4 6 
a 7! a 


convine numai rădăcina cu minus în fața radicalului. 
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b) Presupunem că Q, >0, Q,<0. În acest caz, cîmpul electro- 
static total se anulează numai în afara sarcinilor electrice, de partea 
sarcinii mai mici. Avem 


9. 10% 
= 2 e, (6) 
AL tz 
E, = 9-409 02. a 
ez? SA 
Din E, = Ea deducem poziția de echilibru cerută sa 
== (Q+ VQ), & 
Oa - 
i c ze B 10.2. Se dă bateria 
| | - de condensatoare’ din 
K fig. 10.2, ini care se ştie că 
; închiderea sau deschi- 
c e [A derea întrerupătorului nu 


7 pig. uda modifică capacitatea to- 
i tală a bateriei. 
Se cere valoarea capacităţii C, care îndeplineşte această condiţie. 


Soluţie. ‘Cind întrerupătorul e deschis, ramurile AB și CD sint legate 
în paralel. Avem i i i 


1 1 4 
D E RR S | 
Ca CT 0) 
de unde 
90 
Cap = 3: PET 2 
Analog avem | 
__ ma CCa > * 
= 036 N (3) 


Capacitatea totală în primul caz:va fi 
CC 
CC; 


2C 
Ca m dag te Dame F E (4) 
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Cind întrerupătorul este închis, ochiurile AKCA şi KBDK sint legate 
în serie. Deci . 


` Canca =C + Ca (5) 
Creo = 3C. (6) 

Capacitatea totală în al doilea caz va fi 
_ 306 + Ca), 


Cu = ” (7) 
. 2 guk he | í 
Din C3 = Cir avem ă di / 
402 — ACC, + C2=0 8 
G - 
Came" (9) 


10.3. În focarele unei elipse cu semiaxa mare a și cu excentricitatea e, 
se plasează sarcinile Q, şi Qz. Să se determine poziţia de minim pe elipsă 
a potenţialului sistemului de 
sarcini și valoarea acestui poten- 
ţial (fig. 10.3). A 

Aplicaţie pentru a = 2 m; 
e = 0,5; 0, = 4 mC; Qa = 1 mC. 


Soluţie. Se ştie că 


7 
Tr, =a— ez 4) 
> T =40 4 er. 
Potențialul creat în M(x). de Ă i 
prima sarcină, are valoarea Fig, 19.8 
v, = 9-409 0: — 9108: 8. 2) 
: Ti 4— r 


; ng PE 
Potențialul creat de cea de a doua sarcină, în același punct, este 


V, =9:10 2 = 9- 10 e (3) 
Ta că z ; 
Potenţialul total în punctul considerat; este -, 
5 eai 4 i 
5 = 148.4068 n (4) 
V = V, Va = 18: 10 [ia a 
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Derivata potenţialului total are valoarea 


AV. 48. 10s [32 + 402 + 48), 6) 
z ae 2 j 


de aici 
4 
[2 = Vmin > — y M (6) 
3 A 
Vmin = 2,4 - 407 V. E vj) 


10.4. Două sfere identice, cu masele m, = m, = m = 0,1 g, sint 
suspendate în acelaşi punct de două fire inextensibile, de lungime 
lı = l, = l = 20 cm. Sferele, aflate în aer, se încarcă cu sarcini egale 
şi de acelaşi semn. Se cere valoarea 
uneia din sarcini astfel încît, după 
respingere, firele să fie perpendicu- 
lare? (e, = 1; g = 9,8 m/s2.) 


. i Soluție. (fig..10.4). Forța de interac- 
țiune dintre sarcini are valoarea |, 


Ra a) 

Mai avem relațiile 
Li G=m  @ 
F=Gtg 3 
23 (3) 


Fig. 10.4 d = 2 sin = (4 
Utilizind aceste relaţii, valoarea cerută a sarcinii electrice va fi 
=2 sin $. [lan tgŽ 5 
3 TEME tg 3 


de unde g = 9,3: 1078 C. 
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tară dQ produce în punctul A un cimp de 
intensitate 


care se descompune în componentele 


10.5. Un inel de rază R este uniform încărcat cu sarcina totală Q. 


Să se determine punctul de pe perpendiculara dusă prin centrul inelului 
pe planul acestuia unde intensitatea cimpului electrostatic creat este 
mazimă şi să se calculeze această intensitate i 
(e, = 1), (fig. 10.5). 


Soluţie. Fie A acest punct. Sarcina elemen- 


aE = 9: 109.90 — 9: 409 L (4) 
AB: FR 


dQ cos a 


dE' = dEcosa = 9: 10 — (3 ' 
d? + R? 
ag" = 9:100 Sne, B 
(d + R? 


Din motive de simetrie, rezultanta J> dE” = 0. 
Cimpul total produs în punctul A va ù 


Q9. 102 . 409 
= [ee do == 1090 sint æ cos a (4) 
o + R? R 
Derivăm această valoare E 
. 100 si 
S = sgia (2 cos?a — sin?a). (5) 
Rezultă 
3 zoe | 
[a]e-Em = arccos Vă => Emas = 2 V3 s 109 Ra Pa (6) 


10.6. O particulă încărcată negativ se află între plăcile unui conden- 
sator plan (fig. 10.6) aflate sub tensiunea U și depărtate la distanţa d. 
Lungimea unei plăci este ]. Să se afle sarcina specifică mazimă. a parti- 
culei pentru ca ea să traverseze spaţiul dintre plăci. 4 

Soluţie. Sarcina specifică este g/m, unde g este sarcina particulei, 
iar m masa sa. În absenţa cimpului, particula cade liber în timpul 


îi JES | W 
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Dacă efectul greutății dispare (de exemplu, este 
anulat de rezistența la: înaintare) particula se 
deplasează spre placa pozitivă sub influența forței 


U 
F=g9E=99 2 
mg (2) 
astfel că 
q 
ma = =— 3 
d 6) 
de unde 
qU 
=. 4 
a 7 (4) 


d at Ure 
s 6) 


de l unde 


t= |—. 6 

T (6) 

Particula iese dintre plăci dacă t < t,; în caz contrar se depune pe placa 
pozitivă. Avem 


2 mad? . 
PT (7) 
e 4U 
de unde 
q ga l 
l (2), 2U (8) 


10.7. Capacităţile a 3 condensatoare (fig. 10.7) sint proporționale cu 
numerele k,, kz, ks (kı < ka < ks); legate în paralel, acestea au capacita- 
A tea echivalentă Cp. Cu aceste con- 

densatoare se alcătuieşte un nou 


Q x 
6 i montaj, în care condensatorul cu 
Q, G capacitatea cea mai mică este 
i g legat în serie cu celelalte două in 
U u, h fe 
2 aralel. Montajul e supus tensiu- 
74 ; pa J re Supus LONEN 
nii U. Să se determine tensiunile 
LE fiecărui condensator, ` respectiv 
Fig. 10.7 sarcina electrică, şi să se verifice, 


152 


Soluţie. Fie Cu, Ca, Ca cele 3 capacităţi. Avem 
Cu Ga — Ca i 0) 


kho k ks ' 
Cit Ort Cyn De o n An 2) 
kit hat ks hat hatha ky ka ks 
de unde j 
na kıCp / 
kı + ka + ka i 
= ce B 
kı + ka + ks i 
E, ksCo E 
kı + ka + ks 
Cea mai mică capacitate este C1. . i 
Capacitatea noului montaj este dată de relaţia 
1 14 1 Cat Ca Ca 4 
€ Cy Cat Ca  CulCa-+ Cs) $ 


1 


sau 
htk) c & 
(ki + ka + ka)? 
Sarcina totală a bateriei de condensatoare este 
Ra FE)U c, É 
(k, + ka + ka)? 
Tensiunea repartizată primului condensator va fi 
AP PRI. a T U. AD 
Ci k+ ke + ks ` 
Pentru grupul de condensatoare în paralel rămine tensiunea ` 
OOE ONSA. BA i 
Cat Ca kat kat ks 


Q=Q,= 


U: 
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deci sarcinile pe celelalte două condensatoare vor fi 


i kik, UC, 

Q = Cala = a Ce 
a5 Ta + ka F ha) n 

` kık;UC, 
Qs = CU; = e, 10 
e T LED iu 
Pentru verificare se poate observa că : 

U, + U= U . (11) 
Q = Q, = Qz + Qs (12) 


10.8. Două corpuri identice au sarcinile Q, şi Q, de același semn și 
se află la distanța d. Este se ating și apoi se resping la aceeași distanță. 
Care forță de interacțiune este mai mare? 


Soluţie. Înainte de atingere, forța de respingere este 
pa 2 100%, 
c,d? 


După atingere, fiecare corp se încarcă cu sarcinile 


(1) 


| Qi = Q = iQ 2 
deci noua forță de respingere este 
, _ 9: 10° (Q, + Q)? 
F’ = a T eL 
4 e€, d : 8) 
sau 
i „9.10 . 
Pop ORA © w 


„. Se poate arăta că 


2 2 
M+ d 20,02 > 0,02 (5) 


de unde F’ >F. 

, „10.9. Un fir de lungime finită Z este încărcat uniform cu densitatea 

liniară de sarcină 7. Să se precizeze condițiile în care firul dat se comportă: 
a) ca un fir de lungime infinită; > 


b) ca o sarcină punctiformă. 
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s 


Soluţie. Cimpul unui fir electrizat, de lungime finită, are expresia 


7 * sin a 


E=1,8. 100 FSN (1) 
ed 
unde d este distanța dintre punctul de calcul şi fir (fig. 10.9). Avem 
sin a = : (2) 1 
l 
2| dœ + — 
jetz 
Deci 
-402 
E= 9 -409x - (3) 
2 
d + — 
| cae 
Se observă că: 
a) dacă dl, avem: 
E=41,8- 4010 (4 Fig. 10.9. 
e: i 


relaţie ce ne dă cimpul unui fir infinit, încărcat uniform; 
b) dacă d >l, avem (ştiind că tl = Q) 


(5) 


relație ce ne dă cîmpul unei sarcini punctiforme Q = tl. 


10.10. Se dau două sfere metalice de raze R, şi Rg din care prima 
e încărcată cu sarcina Q, iar a doua este neutră. Sferele se leagă între ele 
cu un fir metalic. Să se arate că condiţia de egalitate a potențialelor 
sferelor după legare conduce la condiția existenței unei valori minime 
a energiei electrice a sistemului format de cele două sfere. 


Soluţie. Potenţialele celor două sfere, după legare, sin 


V,=9 nol S 4) 
2 + 
Va = 9100 2. O 
2 
155 


unde z este sarcina electrică ce a trecut de pe prima sferă pe a doua. 
Din V, = Va avem 


QR: . 
g= . 3 
RE, iii 
Energia electrică, după legare, a celor două sfere va fi 
W, = (Q pa x)? 
15e 6) 
g 5 
adică i 
w=wW, +w, Oz Pa. 
r T g 2C: 6 
unde Cı şi C sint capacităţile electrice ale sferelor de valori 
Cı = kR, i (7 
C, = kR, (8) 


unde k este o constantă. 


Calculăm prima derivată a energiei electrice a sistemului în raport 
cu z şi avem 
dW z— z 
W _2—0, 2 m 
dz C Ca sa 


Din anularea ei, rezultă 
QC, QR: 


z= 


C++ RiR, 
Calculind a doua derivată 


è (10) 


ata a1) 


ne convingem că-energia trece printr-un minim pentru valoarea deter- 
minată a lui v, căci totdeauna i 


11 
See a A III, 
nd a | (2) 
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10.11. Se dau două sarcini pozitive Q şi nQ, cea de a doua fiind 
considerată fixă. Prima sarcină se află foarte departe de a doua și se 
îndreaptă spre aceasta cu viteza v. Știind că masa sarcinii mobile 
este m, se cere distanța minimă pină la care es se poate apropia 
de sarcina fixă (fig. 10.11), Li 


s 


e E. E A i 
A nin — Bly-0) i Fu 
Fig. 10.44 ` / 


7 


Soluţie. Fie Vp potenţialul sarcinii fixe în punctul de maximă apro- 
piere B. Avem. 
i -10° 
V= BANIR., 4) 
Amin 
Lucrul mecanic necesar aducerii sarcinii mobile de foarte departe 
pină în B va îi 


L = QVp — Va) =V B - (2) 
sau” à 
g LNE, (3) 
dmin i 


Acest lucru mecanic esté egal cu variația energiei cinetice a sarcinii 
mobile, adică 


2 2 
LL AM A pă (4) 
2 2 

Deoarece vg = 0, rezultă - 

m? x 9 109102 (5) 
2 dmin 
ode unde 

* 48- 1010 2 
“min = o at imi si (6) 


mv? 


10.12. Se dă un pătrat cu latura a. În două din virfurile sale se 
plasează sarcini egale în modul cu Q, dar de semne contrare. Să se cal- 
culeze diferența de potențial dintre celelalte două virfuri, în toate 


cazurile posibile. 
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Soluţie. Notind cu Q, şi Q, cele două sarcini, observăm că IQI = 


= | Qz| = |Q] dar putem avea Q, 2 0 și Qz 2 0. Sint posibile urmă- 


toarele situaţii: 


pr Virtul A Virtul B Virtul G Virful D 
i i iii 
1 +Q, Q: 
2 ZQ x +Q: 
3 | tQ i -Q 
8) O IN [N +Q ta 
PAA +Q, = 
Ati A =Q, - 
7 i +0, aa 
eE] ZQ: Să 
Aa A +Q, — 
RR =Q, — 
11 +0, pa 
12 —9, Aa 
13 a +Q 
tă se -Q 
15 ce +Q: 
d == Q: 
17 SS +0. 
18 S ZQ: 
f9 at +Q: 
20 u Q: 
21 — na 
23 — = 
24 — pes 


Se analizează două din cazurile posibile: 
a) Sarcinile sint plasate în virfuri alăturate (fig. 10.12, a). Avem 


9- 40% 
ari Vac = Sg, b 
a s 2”, 1) 
y 9-100 9/3- 1090 ( 
BO E = Di DN RI aaa. i 
ay 2 2a 
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deci 
5 
Va = Vaa + Yao = 9: 100 (5 
Analog D 
9:10% : 9-10 1/2 
Vap= 2: a 
ay 2 2a 
i y. = 210 P 
-i a a -Q0 + 
deci Fig. 19.12 
à 3-2) |! 
Ya = Vast Va 9100 (VI). 
Avem 


i 9 - 109 > 
Uco = Vo > Vp = = 2 V2). 


b) Sarcinile sint plasate în virfuri opuse (fig. 10.12, b). 


Avem 


__9:40Q 
AB — a 
9-10 
Vo =- 


Vs = Vag + Vona =0. 


i 9. 109 

Vo = 1R 

9 - 10% 
Vro = 2e. 


Ve = Vac + Voc =0. 


ae Pi Pasi, 


(4) 


6) 


(6) 


7) 


Rezultă că pentru toate cazurile de tipul a) tensiunea are valoarea dată 
de (5), fiind pozitivă sau negativă, iar pentru toate cazurile de tipul 
b) tensiunea este nulă. 


10.13. Se dă o sarcină + Q, considerată fixă. Deasupra ei, la o înăl- 

time h, se află o sarcină negativă, plasată pe un corp de masă m (fig. 

10.13).. Se cere valoarea sarcinii negative astfel încit 

Pau ea să parcurgă distanţa mazimă de valoare kh (&<1), 
la echilibru. 


Soluție. Sarcina superioară se deplasează pină în 


F S punctul C unde greutatea este egalată de forța de 
respingere electrostatică, adică 
. 9- 10°%Qq | 
e = ——— dă e A 4 
"E= A k 6 
i de unde 

s __ mg? — k)? a) 

. 7 

4 9. 109 
Fig. 10.13 10.14. Un pendul gravitațional de masă m şi 


lungime Î, încărcat cu sarcina electrică g, oscilează 
izocron într-un cimp electric vertical de intensitate E. Ce valori 


exireme are perioada de oscilație a .pendulului? 


Soluţie. Perioada de oscilație a pendulului matematic este 


T = 2 | a) 
a ; 


unde a este accelerația produsă de rezultanta forțelor ce acționează 
asupra corpului pendulului. 

Dacă cimpul are sensul greutății, accelerația produsă de cimp, 
egală cu . 


d = gE (2) 
>, m 
se adaugă accelerației gravitaționale, astfel că 
ml 
Tmin = 2r || —— a 3 
i mg +qE a 


. 


Dacă cimpul este orientat in sus, se obţine 


Pie | 
mi 
Taz = 2r || Ş 4 
| mg —qE 6) 


10.15. Două sarcini pozitive Q, şi Q, se află la baza, respectiv în virful 
unui plan înclinat sub unghiul « şi de înălțime A (fig. 10.15). Sarcina 
din virf, mobilă, începe să alunece spre baza planului. Coeficientùl de 
frecare este u, iar masa 
sarcinii mobile m. Se cer: 

a) distanţa, socotită de 
la virful planului, la care 
sarcina mobilă începe să se 
miște uniform-rectiliniu.. 
` b) viteza mazimă atinsă 
de sarcina mobilă; 

c) distanța mazimă la 
care se îndepărtează sarcina‘ Fig. 10.15 
mobilă de poziţia sa inițială. Mug 

Aplicaţie pentru 'a = 30°; u = 0,1; m = 1g; Q, = 8uC; Qz = 2uC; 
h = 4m;g a 10m.: s uz da, PË | 


4 


Soluţie. a) Mai întîi avem 


AB = 


sin & 


pe E i (1) 


Mişcarea uniform rectilinie presupune. anularea accelerației. de coborire, 
condiţie ce se obţine cînd 


; Gi=F, +F, i (2) 
sau E 4-4 
: ; 9 - 10°Q,Q, i 
s = a ———— a P x 
mg sin « = umg cos a + AB d): 8) 


rezultă d, si 2m şi AB — d, = 6 m. Deci DD = h = 3m. 


b) Accelerația mişcării de coborire este variabilă, deci pentru cal- 
culul vitezei vom aplica legea conservării energiei în punctul D. Avem 


2 
(Era + (E)n = (Epoo + (E)n +72 + (Lp (4) 
Xy 
11 — Probleme de fizică Ă i 16t! 


unde: 


(Ep o)B — energia potenţială gravitațională a corpului suport al 
sarcini în punctul B, de valoare 
(Epo)B = mgh = 4 :10°J (5) 


(Ep — energia de interacţiune electrostatică in punctul ' B, de 
valoare 


f 9-10%0.0, aagi 102] | s k it 


AB 
Analog, avem : l 
| (Epo)p = mah = 3- 1023 y alise ied (7 
(Eja 221000 Penda igte 
E)p = IS u 2,4 + 1072 l 
i (Ep -AD 410a. (8) 


(L,)sp — lucrul mecanic, al forței de frecare pe dinana BD, de 
valoare 


(L); Bp = umgd, cos « = 0,173- 102 J. tei (9) 
Rezultă: vp = Umas = 2, 1mf. s hi 


c) Fie M punctul în care sarcina mobilä se oprește: “ Conserva area 
energiei ne dă 


(Eso)B + (Ep = (Epo)u + (Fe + (Leu (10) 
unde i | aa 
(Enom == mgh” == mgdmax sin a = 0,5 -10 Ama I (04) 
9. 102 .40- da ai 
(nyju = LIO _ 144-102 , el 
dmax dmax i 


(Lem = ma umg(8 za max) ae a = 8,65» » 104(8 - > dmax) J. (13) 
Rezultă: dmax S= 4,3 me ; 3 
i foni i Ni a Se G 
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XI. CURENTUL STAŢIONAR | oe 


11.1. Se dă circuitul din schema. alăturată, în care se neglijează 
rezistenţele interioare ale generatoarelor. Să se găsească condiția ca 
prin E, să nu circule curent electric şi să se arate că această condiţie 
este independentă de R, şi Re. (fig. 11.1). 


' Soluţie. Aplicind legile lui Kirch- | jă 
hoff avem 


IRI Ri IaRo= E,— Ea (1) 
c RHR +U H)R= E. (2) 
Dar 1, = 0, deci 


DE i 
Ža iia HR 
E © R 
“are este condiţia cerută (se obav că nu figurează rezistenţele cerute 
“e enunț). 


w ai 48 


11.2. Un generator electric are rezistenţa internă-r!şi tensiunea 
clectromotoare E. El debitează curent într-un rezistor exterior de 
¿ezistentă R. Ce condiţie trebuie să indeplnenoa R pentru ca puterea 
"lebitată să fie mazimă? 


Soluţie. Din legea lui Ohm pentru întregul cicit deduce că inten- 
sitatea curentului va fi 


11 | | 163 


jar puterea debitată 


ER 
R? + 2Rr + r? i © 


Pentru ca puterea electrică, dependentă de R, să treacă printr-un ex- 
trem, e necesar ca 


P= PR = 


aP 
a "(8 
sau ; ‘s 
EYR? + 2Rr +r?) — 2REYR + r) a (4 
apa (R 4+ r} | 
de unde i 
R=r o 6) 


este condiția cerută de problemă. 


11.3. Se dă generatorul din 14.2. În circuitul exterior cuplăm 
succesiv rezistențele R, şi R, curentul circulind în ambele cazuri în 
timpi egali. Ce condiţie trebuie să îndeplinească R,, R, și r pentru ca 
bilanţul termic să fie același în ambele cazuri? 


Soluţie. Cantitatea de căldură produsă în' primul caz este 


E?R,t 
Ci = ari du 
iar în al doilea 
E2R 
= 2 
a Ti i 
Dacă Q, = Qz, avem set 
4 R, 2 v R, i \ & 
R+ 2Rrri Rp 2Ry IRA. 
de unde ao a : j ayn f 
r= V R,R, d (4) 


este condiţia cerută de problemă. 
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11.4. Într-un circuit de curent continuu se fac operaţiile: 

a). se leagă în serie rezistențele R, şi R, (Ri < R,), obţinindu-se 
rezistenţa echivalentă R,; 

— se leagă aceleași rezistențe în paralel, obţinindu-se rezistența 
echivalentă Rp; ; 

— se leagă în serie rezistențele R}, Re... Rp, obținindu-se rezistența 
echivalentă Bsn; : 

— se leagă în paralel aceleași rezistențe, obţinindu-se rezistența 
echivalentă Rpn. Se cere: / 

a) Să se arate că în primul caz rezistenţa echivalentă este mai mare 
decit cea mai mare dintre rezistenţe. 

b) În al doilea caz, rezistenţa echivalentă este mai mică decit cea 
mai mică dintre rezistenţe. 

c) Să se arate că Ronl Rom > n2. 

d) Cu ce condiţie această inegalitate se transformă în egalitate? 


Soluţie. a) Avem 


R, = R, + Ra (d) 
Întrucit R, >0, evident că R, > R} 
b) Avem 
RRa 
= (2) 
Pi R + Rai dle 
sau i 
R, = ie no 
1 
E 
Deoarece 
R. pi 
1+ — >14 4 
44 4) 


avem: Rp < Rp 
n 6)'Se'şlie' că Mee aa vitae în Want atata! 


1 Mid Aa a epa 4 
= si si sa Și 6, 
Pi Rm R T m,” ' R, iR f i 
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Inegalitatea devine 


Ra Bem re 
Dulcea rai Rote si e he e sp mesaj 
Facem notaţiile: ; Li 
i pin A “a ie i a, 
| mis VER hm li i p os 
= fast zi 
i ad iy, = az r ! wi (8) 
PR Aian mtel SS 
` ți y i iR boy EJAN | vi (i 
d 


VR=h, 
Vict aois e 2 că i 
PATRE A l 


Triégalitatea conduce la relaţia lui Buhiakovski, care este adevărată. 
d) Dacă 


R, =R= n= R =R (0) 

avem , atit, 
Ra = nR’ (11) 

v4 n i 
a a i $ 12 
3 Rma R oo mab 

Rezultă i ! 
i a nk = r. a3) 
Ron R „si 


11.5. Lungimea totală a firelor ce leagă un generator electric de 
consumator este l. Puterea generatorului este P, iar intensitatea curen- 


tului Z. Să se determine diametrul astfel încât pierderile de putere pe 


{ire să fie cel mult kP (k < 1). 
Soluţie. Pierderea de putere pe linie are valoarea: 
A  AB=PR pi p3 (1) 
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. 


unde R este rezistenţa firelor de legătură și are mărimea 


slo i 
Ree e 
nd? e) 
unde p este rezistivitatea materialului firelor de diametru d. 
Deoarece . . | 
AP=kP 3) 
avem e e ta ETS al 
2 
up = SE w 
zd? 
de unde pă f, 
a=21 |8 6) 
TkP' : : : 


11.6. Se dă getii din figură. Să: se pita o proprietate intere 
santă a acestei rețele (fig. 1 .6). ! 


Soluţie. Avem TO 
i Ras = R + R = 2R a) 
de unde B EX CN Au a E dat întăi 
intai 
Ochiul A BOMA este echi- 
valent cu rezistența - R, 
iar ochiurile ACKNA și 


ADLPA au aceeași rezis- 
tență. 


` a Rapoua = Ri ti e ti E 


Dacă reţeaua se dez- 
voltă, ca în figură, pe n 
ochiuri, rezistenţa echi- 
valentă rămîne R. Da Fig 11.6 


11.7. Se dau N elemente identice (toate au aceeaşi t.e.m. Æ și ace- 
eași rezistență internă r). Elementele se leagă cite n in serie, iar apoi 
grupele formate se leagă în paralel (m grupe). Ce condiţie trebuie să 
îndeplinească n pentru ca 
intensitatea curentului de- 
bitată în exterior, pe rezis- 
tența R, să fie mazimă (fig. 
11.7). 

Soluţie. Se observă că 

m=NŅN. (t) 

Intensitatea curentului 

este 


nNE 


Fig. 44.7 l= NRG nr (2) 
Derivata intensității în raport cu n este 
dI _ NEWNR + rèr) — 2nrEN r B 
pt uii rman a EAT i swoi i ati iii 
Din anularea derivatei obținem condiţia cerută bea 
4 i n= kei 4) 
m i a 


11.8. Două surse cu t.e.m. E, şi Æ, şi cu rezistențele interne Ti ŞI Fa 
se leagă în serie și apoi la rezistența externă R. În felul acesta se obţine 
curentul cu intensitatea J. Se decuplează a doua sursă, obținindu-se 
astfel curentul 7. Cu ce condiție avem J < 1,? 


Solnţie. În cazul cuplării ambelor surse, avem (conform legii a Il-a 
a lui Kirchhoff) 


N Ta IMI LIRE A (ai 
de unde ; i : r 
T a aE AR e (2: 
a: atat R 
În a doua situaţie avem de 
ici AIE pa VIA j: 3 
2 THR Ra ci) 
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s 


Pentru a avea 


E + E E (4 
THR n+R 
este necesar ca 
T E, z E, ` /6) 
i T2 azt R | / 
care e condiţia cerută. 3 i / 


11.9. a) Un generator are t.e.m. egală cu E şi rezistenţa internă r. 
Se cere valoarea intensității curentului pentru care puterea din circui-: 
tul exterior este maximă, precum și valoarea acestei puteri. : 

b) Dindu-se în plus puterea P din circuitul exterior (alta decit cea 
precedentă), să se calculeze în funcţie de aceste 3 elemente valoarea in- 
tensităţii curentului în noua situaţie, tensiunea la borne, rezistența! 
externă şi randamentul generatorului și să se observe condiția de posi- 
bilitate a problemei. sni 


Soluţie. a) Avem ; 


| b= EI Pr a d) 
lie a aiy (2) 
Egalizind cu zero această derivată, obţinem 
ia Piros = — 3 
Hp- Pmox 2r ' zu (ele 
Ean y j 
P, s=] (4) 
b) Din ecuația Dak ' s 
Ir —EI+ P=0 > 6) 
avem . II ai ii N N eri A TEETE 
E+ VIEZAPr g 
A Dap EET e ră „aid 
TE 2 ez zu tai of azi Pa AA a. $ 
De asemenea S: i i sd i à 
U=iE— In o 7) 


deci : 


E E 4Pr 
Ur = EEE (8) 


Asemănător 
E F 2 
R= U pa VE 4P, 


I œ E4 VEAP, (9) 
U _ EFVE=AP,. 
n= ET ZE 


Se observă că. e necesar că E>2 V Pr, care este condiția i impusă de 
problemă. i 


11.10. Se dă schema din figi, ‘44, 10, în care sînt cunoscute valorile 
lui -R,, Ra E,r. Se fă că fată debitată de sursă este mazimă. Să 


se. calculeze cea de a treia rezis-. 


R tență evidențiindu-se condiția de 
à posibilitate. a problemei. 


` Soluţie. De la 41.2 ştim că in 
cazul obținerii maximului de pu- 
tere,. avem R =r, unde R este 
rezistența echivalentă a circuitu- 


A qE lui exterior. Avem 
iti ic BR RL. RR indie Mr ajut 
Fig. 4440; f are R;=r (1) 
de unde ; l 
R; TR + Ro) — RiR (2) 
“RF R; 
Este necesar ca i 
a sro f, f 
R, + R; 


care reprezintă condiția cerută. de problemă. 


11.11. Se dă circuitul din figură în care se ştie că R, = nR, și 
Ci = hala (n > na > 1). Tensiunea la borne are valoarea 7, „Se con-, E 


sideră situațiile: 
ia) ambele întrerupătoare sinit inchise 
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b) primul intrerupător este inchis, al Li LA 
doilea deschis; 4 

c) primul întrerupător este legii, al 
doilea închis. N, 

` Cunoscînd valorile R, şi C}, să se aşeze 
în i ordinèa crescătoare valorile sârcinii elec- 
trice de pe condensatoare. 


Soluţie. a) În“ acesti caz, divinitatea 
curentului prin rezistenţe va fi 


gna U 


dfr 
Fig. 4441 iy Np 


LÉS] I= —— = M. (1) 

R+ R, R(n +1) 
Tensiunile la care.sint supuse condensatoarele' sib t 10 ton 4 

i fi aÀ 

U, = IR, = — 2 

S 3 i i nui 2) 

l ; U 

ÜR e II a 

potna poti ri Aa mint în În hude (3) 
jar sarcinile electrice Ş i A 
ges : sii d cu ` 

O, =O U, = | 4 

Qi 1V1 miT (4) 

Qi = Ca = — GU. ou) 


nNa(n + 1) 
, b) În acest caz, cele''două tondensatoare sint legate în serie, deci 
au capacitatea rezultantă 
CC, i C ; : 
iai PC EAI noot tt (6) 
i Cit Ca m+1 
Sarcinile electrice ale condensatóarelor sint egale intre ele 
CU 
Qi == CU = ; (7) 
mti CE E Da 
c) În acest caz primul condensator POKORA întreaga tensiune, deci 
avem $ N 
Q= CU 
iini să i E E n Da 08 E 
Se paate arăta că sarcinile electrice fontiează sirul, 'erescător Q, Qi Qi A 0”! 
respectiv: OJ, Qan Q > 


tT 


11.12. Un circuit este format din n, surse identice de t.e.m. egală cu 
E fiecare și de rezistenţă internă r. Din acest număr de elemente se 
formează n grupe serie, în fiecare grupă existind același număr de 
elemente grupate în paralel. Circuitul exterior are rezistența R. Să se 
determine numărul de grupe-serie pentru care puterea debitată de ba- 
terie este mazimă, precum și valoarea acestei puteri maxime. 


Soluţie. Cind grupăm mai multe elemente în paralel, t.e.m. a grupei 


este identică cu t.e.m. a unui singur element, în schimb rezistenţa totală 
internă a grupei are valoarea i 


ma (0) 


unde k este numărul de elemente legate în paralel în grupă. Deoarece 
kı = n/n, avem 


r=2t. o 


n 


Curentul principal debitat de baterie va avea intensitatea 


mE nn E ca 
Îsi a ae 3 
RE mR4 np ” 
> ; nı 
ar puterea debitată va fi | , 
P= na MPR; (4) 
(uR + nr) 
Derivăm puterea în raport cu na, o anulăm şi obținem 
i mR 2a 
= |, 5 
"fs P=Pmax | r 6) 
Puterea debitată maximă va fi 
E? pT i 
P, max == sA $ z (6) 


i „Ar 

11.13. O sursă electrică cu tensiunea la borne constantă alimen- 
tează un încălzitor electric în care pot îi introduse n rezistenţe. Aceeași 
cantitate de apă poate îi încălzită cu același număr de grade în timpii 
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lis t2»... în dacă rezistenţele sînt introduse, succesiv, în lichid. (Din 
acești timpi, t, este cel mai mic.) Rezistenţele sint introduse: 
a) simultan, cuplate în serie; Ş i 
b) simultan, cuplate în paralel, obţinindu-se același efect termic, 
Să se arate că dintre toți timpii de încălzire, cel necesar în cazul b) 
este cel mai mic. i 


f 
. e . . . . R vya- 

Soluție. Fie U tensiunea de la bornele rezistenței și R}, Ra, ... Ry 
lorile e: obeiedică utilizate. Folosind, pe rind, rezistenţele considerate, 
se degajă cantităţile de căldură 


U? 
= — t, 
Bi Q, R, 1 ; 
P O W 
Q: = R, tz 
i pa 
$ = — ty 
aE 
ţ; jj « Li 
„Deoarece Q, = Q; = . = Qn = Q, avem i 
“hob onst, D 
R, 2 n i 


Dacă rezistențele se introduc simultan, grupate în serie, în apă, căldura 
degajată este : 


=t, l oen (3) 
Q K” À 
unde . | 

` “R = R, + Rob kt Ra (4) 


iar î, este timpul de încălzire necesar la cuplarea în serie. Formind 


proporţii derivate, din (2) şi (4), avem 
N 


; le = h t la t e tH tw P A aia iyisi i (5) 

Analog obținem, ; zi a 
| inte e Aaa Fug Aia, fa rapa e a iert urana 6) 
i d k "NILE: Behi; ; 
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Limitindu-ne la două rezistențe, avem 


E sit tik în iq a di 


sut! di og i fs ta T. PATE] 


Se observă că tp < t, adică timpul de încălzire necesar în cåzul cuplării 
simultane în parale} este. cel mai. mic: dintre toţi timpii, Sia erau. sau 
calculaţi. i tin ul y 


11.14. Un cablu de sirmă circular de rază r este cuplat i în punctele A 
şi B la o sursă de curent (fig. 11.14). Să se determine poziția celor două 
puncte astfel ca rezistenţa circuitului exterior să fie 

` mazimă. 


Soluţie.:Fie R rezistenţa cablului necuplat. Uni- 
tatea de lungime din cablu va avea rezistența 


R 
R = — 1 
27r 9 
Rezistența arcului AB, g8 lungime gv, va fi 
u i, Ra BA ea MĂ rm i 
Big m et, (2) 


Flp 11:14 iar a porțiunii rămase 
ETANG) O E E Rau = g) otet o ubira Li 
Rap = — și titi 49) 

i 2nr 


Rezistenţele Rap şi Ras sînt legale în paralel, deci au rezistenţa echi- 
valentă 


_ Rap Rap _ RrQzr — a) ar) 
"Rast Ra i 407 
Derivăm rezistenţa echivalentă în raport cu z, o, „anulăna și obținem 


„tă 


pls te Fii 0 ate puteai, ai d ud 
A poa RE Re max 
Deci, punctele A şi B ttebuie să fie extremităţile unui diametru, 
11.15. Se dă schema din fig.. 11.15., Se cere Sr rezistenţei 


“exterioare pentru care PAnR electrică în circuitul exterior este mazimă. 
(Se consideră r = 1 Q. 


aa 


Solutie. Legile lui Kirchhoff ne dau 
It la Es — Ea: 


I+ Bla = E : © (1) 
1, = Ia+ Ir 
Din acest sistem ii i 
E + Ez pidi + 
T te dute dai iia (2 R 
pen 1428 TE o Fig. sef 
Deci stiai debitată pe cirċuitul exterior are valoarea Ba 
e poosi PRR ERAT (3) 
f 1+ 2R . 


S derivează puterea în raport cu rezistenţa exterioară și se anulează. 
Rezultă 


© dPUf Bud Ea 
= 1+ 4R + 4R? — - AR 1+ 2R)]= o 4 
an [a + 2R} i T p% Gt = i (6 
de aici avem i | 
4%) K Ei Eas 
'R A : 6) 
PaP max 2 5 


11.16. Se dau mai multe rezistențe ale căror valori formează pro- 
gresia aritmetică n +- 1; n + 2; n -+ 3;..; 2n— 1; 2n. Rezistenţele ` 
se leagă în paralel. Să se arate că rezistența echivalentă este mai mică i 
decit 2, indiferent de valoarea lui n. 


Soluţie. Avem 


1 A op A 

di i — = ry + — e. rau 4 
R at Rt "+ R, (1) 
sau A 

aa da Au At 

= să puaa e 2 
să :R PET apa ti i tza fir e l &) 
Știind că i : : uo y 

i 4 è 4i 

AEST pn — 3 
Toti e a Faa ha > 0 


Rezultă 
4 


=> 
: R 


w| 


; : (4) 
de unde: R<2. 


11.17. Se dă schema electrică din fi 

: > ele n fig. 14.17. Se j ini 

a rezistenţei voltmetrului astfel încit variaţia e pe da fm e: 

dintre punctele A și B după decupla- 

is reteta să fie cel mult de k% 
A i . 

Ki ențele PR, și R, se presupun 


R s 
| COR, | Soluţie. În absenţa aparatului, avem 
E ns 
T ai = d) 
Fig. 41.17 l = L | 
= A 2 
În pr lui i Hi “ 
prezenţa aparatului, avem spy Hi 
U; = Di Bee EAN 
t R+ R Su 
unde 3 ; i 
À 3 wa pu n feo ea e ter E) 
1 RFR, a pA 
Conform textului, rezultă 
ESI: k 
m T. S 100 . . i 5) 
sau s 
r7 4 me: Ru min k 4 tk la 
1 + Ra RR + (Rı + R-)R, min ja 100) (5) 
de: unde; 
t -` 100 R,R, ; 
2 min = * 
‘kR +R) ` ' i 
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11.18. Se dă schema electrică R 
. n a A 
din fig. 11.18. în care se presupun O; 
cunoscute r, R, şi Ra. Se cere valoa- 
rea maximă a rezistenței amperme- £j r 
trului astfel ca variația relativă a -Tł 
intensității curentului prin a doua 
rezistență să fie cel mult de k%. . 


Soluţie. Înainte de introducerea Fig. 11.13 ri 


ampermetrului in circuit, intensi- 9 sii 
tatea curentului principal are valoarea / 


I = -— E . P p (4) 
w s p+ RE, FR, 


Curentul care trece prin a doua rezistență este dat de legile lui Kirchhoff 


l = PE ne (2) 
aR, F R) FR 


După cuplarea ampermetrului, curentul principal are -intensitatea 


r=- E + (3) 
Ru(Ra + RA) 
R+ Ra+ Ra 
iar curentul care trece prin Rg este 
Eh oy Li (4) 
R(Re A Ra) +7 (Rı + Ra +F Ra) 


l= 


Din condiția impusă de problemă 


ER, e =k ) ` ER, ë 
R, R + r(R, + Ba)\ 100 ; Ri(Ra+ RA mas) +T( Ra Rat RA maz) 


deducem 


ko pie e 
R k $ 27] 1 2, 
Ams T 100 —k Rr 6 


i 
11.19. O sursă de curent are t.e.m. de valoare. £ şi rezistența r. 
Circuitul exterior are rezistenţa R. Să se reprezinte grafic, în funcţie 
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de intensitatea ulul 1 B e & 

i curentul A T: lă surs 
i ul, tens unea la bo n y puterea totală a sursei, 
puterea utilă ŞI randamentul surse, ev idenţiindu-se extremele acestor 


mărimi. 
Soluţie. Intensitatea curentului are valoarea .. 
„Rr , set zu 


I 


| Fig. 44.49 \ 
şi variază între limitele AAE i 
Imin 0. ie cpt a za E (2) 
zu \ E 
it Imac =F == (3) 
MA R=0 F, E 
corespunzător scurtcircuitului. gioa Pe a: dei 
Tensiunea la borne are expresia a Si Rosal Bile ii 
to Mai A De Be dpi e) in AZ aA 
. , G a MAX, cl - ' 
şi variază între limitele : Gerini e 
DAN e the A + 6) 
la scurtcircuit şi A Ă a pa 
7 eladi OR A aq ; Uma = E j di 
în circuit deschis (figi 4449,a}. 57 i iii ee oi DE 
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Puterea totală a sursei este 


P,=EI 4 0 
şi variază. între limitele - aryo tefa gheit 
; P, min = O E i dă (8) 
è> i 
Pina ie Elgi Es ' / (9) 
r ; 


A e , s r, 
Graficul corespunzător: este graficul b). sti / 
Puterea utilă sau puterea rezervată exclusiv circuițului exterior are 
valoarea A 


d 4 


pure za! a 5 d (40) 
i eh a -d 


şi variază intre; limitele ` 
t 
P min = i à (11) 
Falsa B| =E. i (2) 
J= mas 4 4r 
Graficul corespunzător este graficul c). x 
Randamentul sursei are formula F 
edi ai, (43) 
Fe IE i Pe Imaz" i : 
şi variază între :limitele À E i i 
9 nmas = f; p (14) 
corespunzător circuitului deschis şi k 
Nmin = 0 Š (15) 


corespunzător scurtcircuitului- (fig. -d).. F r 
11.20. Se dă sursa din problema precedentă-„Se cer 'aceleași grafice, 
în funcţie de rezistența R a circuitului exterior. s, i 


Soluţie. Mărimile 1, U, Pi, m, calculate în funcţie de E, fr 


- au valorile Mi 
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E2 à 
Pama S E 
t Rip: (3) p taj ja: w 1= 7—6 


Graficele mărimilor cerute sint, în ordine, graficele a), b), c), d) e) | 
Li 1 tă 


(fig. 11.20). 
XII. ELECTROMAGNETISM 


j 
[i N y i 
12.1. Se dă un circuit general serie de curent alternativ. Se/ cere: 
a) Pentru ce valoare a frecvenţei de alimentare valoarea! impe- 
danţei circuitului este minimă? 
b) Ce valoare are această impedanţă? 
c) Ce .valoare are în acest caz intensitatea curentului? 


afm 


Soluţie. a) Impedanța circuitului general serie are valoarea 


z= |æ em a): | 4) 


Avem 


ii (aro — 2 Ji (mt a E 
dZ 2ryC |] dv 2C), 


"dy | 1 (2) 
R2 2ryL — — 
i ii ( SI _2mC ) | 
Din anularea derivatei rezultă 
nt E (8) 
2nvC 
de unde” ' i i 
4 i 
: == e 4 
lu myi? % 
b) Introducjnd valoarea (4) în (1), avem . ch 
i Zmin = 3 | Cosas în 45) 
c) Intensitatea curentului trece prin mazimul de valoare 
Puel (6) 
e E ; l =”. R i 
Fig. 11.20 i unde U este tensiunea de alimentare. ` Vp 
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12.2. Se dau două conductoare paralele, situate în vid la distanţa d, 
prin care circulă curenţi cu intensităţile Z, şi Z} (Z, > 1). Să se afle 
poziţia de anulare a cîmpului magnetic total creat de cele două conduc- 
toare pentru cazul cînd sensul de circulație a curenților e același în 
ambele conductoare, respectiv diferit (fig. 12.2). 

Pet PAL A pe poi TE 

ri €- Săluției În primul cas, cîmpul “total 

se anulează în spaţiul dintre conductoare. 
Avem 


În al doilea taz, cimpul total se anu- 


„de partea conductorului cu intensitatea 


mai mică. Avem ° ` ~: 
| ai — = la. 4 
2r(d + 2)  2rz 
4 de unde i$ 
b 3 f Liparus în Id prte c pt 
ig. 12.2. Fa z A E (5) 
pha Pig aaa e Action — de 


12.3. Curba de magnetizare a fierului este descrisă de permeabili- 


H 
H. 
PACE T 


N ; ? H 3 7 
tatea magnetică absolută uxi , unde H este intensitatea 


cîmpului magnetic exterior, iar a şi b constante pozitive. Să se stabi- 
lească domeniul de valori ale lui: b, pentru care' -perngeabilitatea.! are 
valori extreme. ; i. 


Soluție: Căleulăim iei aaa ae dute er pt TA 
4 iv # 
to) ji 
) du (er) și e | Pa 
0: a ee E A să 
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î a H= Hy ! (4) 
sau ~" | pa Ata Rota trait 
t shops Hons saaana, iD 
iu ass dn 1'2m(d—) in 
„de unde N TE îs, “at 
2] pepe li 8) 
i dieo dat a 


Iează în spaţiul din afara conductoarėłor, . 


Din anularea derivatei avem 


BH2 + (2ab — a) + a2=0 (2) 
de unde | Ă 
a— 2ab4+ ay T= 4b Miu 
Haa e e" wiy PB 
E necesar ca 1 — 4b >0, de unde i | FA 
it x . T ă ; A S 
| occie: ; weisei AA) 


19.4. Două conductoare rectilinii și perpendiculare, plasate în aer, 
sint parcurse de curenţi de aceeași intensitate J. Între ce limite este 
cuprinsă inducția magnetică rezultantă, într-un punct aflat la Asiban ju 
d pe prima bisectoare-a unghiului format de conductoare (fig. 12.4) 


Fig. 12.1 

Soluţie. Sint posibile două cazuri: SA AEn a | 

a). Cei doi curenţi pleacă din punțtul de intersecţie (fig. 42.48). 
Inducţiile gimpurilor create sint egale în modul: DIA A 


uo i : TOi i BBB i pu 4 "mw 


Çonform figurii, avem e: ia | aa nituit fe a a dranke 
ia E Bai i By Bu vaz eri 2) 
""D) Unul din, curenţi pleacă din. origine, celălalt: sosește. în i origine 
(fig. 12.4,b). Avem i iei, i aid 


tey Bibi faut 


ai oan ġa (R (3) 


Bmax = Bi B= 2B; 
l -185 


sau 


| 
Bi se a | (4 
Celelalte două cazuri posibile (ambii curenți sosesc în origine, curentul 4, 
pleacă din origine și curentul 2 sosește în origine) se reduce, în esenţă, 
la cazurile a), respectiv b). : 


12.5. Un circuit RLC serie este alimentat de un generator de ten- 
siune alternativă de frecvenţă variabilă. Să se determine valorile ezireme 
ale frecvenței dacă unghiul de defazaj dintre intensitate şi tensiune 
este e. 


Soluţie, Avem 


d LC — i: sări 
$ = -m piei i d 1 
8? RoC (1) 
sau ; vai 
AL C — 1 
tg ọ = —— 2 
E? 2zy RC Sy 6 
sau piere ca 1 ERT i É 
jol ALO — 22RC tgp: v —4=0 (3) 
de unde SEE ali JAI dle e S | ” rol 3 
y d i e RCtg o +V REC iep 4 4L 4) 
Yi LE e ( 
, i _ RC tg ọ,—V Riig e IIIC g 
min A 4xlC 6) 


12.6. Un circuit serie este format dintr-un ; condensator cu 
C = 318 nF şi un solenoid cu Z= 0,1 m, aria secțiunii: transversale 
S = 1074 m? şi N = 300 spire, care are un miez cu permeabilitatea u. 


La bornele circuitului se aplică o tensiune alternativă sinusoidală cu : 


Umax = const. La frecvența v = 10 kHz, intensitatea efectivă a curen- 
tului atinge o valoare mazimă atunci cind miezul ocupă jumătate din 
volumul interior al solenoidului. Intensitatea efectivă a curentului 
cînd miezul ocupă complet volumul interior al solenoidului este de 5 ori: 
mai mică decit valoarea maximă a intensității efective la aceeași frec- 
venţă. Presupunind că miezul rămîne la jumătatea solenoidului şi că 
frecvenţa variază, se cere: 5 t i 
a) să se determine up a miezului; - A 
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s 


i u ce ea activă a 
b) să se calculeze frecvențele v, şi va pentru care puterea ac 


ircui i jumă terii active marime; h 
ircuitului este jumătatea pu y z , 
fi c) să se demonstreze că raportul. dintre. frecvența de rezonanță şi 
i ă supratensiune. 

diferenţa v, — y, este egală cu factorul de sup 


Solutie. a) Fluxul magnetic total al bobinei este 


n y i ` NÍ 
0 AS uu + a = ear 0) 
i i f 
de unde j 
A 4 NS 
Ls s =i Lee TS, 2) 
Știind că l i 
i Imas = I ; | i (3) 
= u Lo = ilCo 
avem sti Goal d | 
ur o E A pi CE 


S ua N2SC o? 
b) Dacă miezul ocupă total volumul interior al solenoidului, reac- 
tanța totală a circuitului va fi 


4 1+ ur NSo 280. ©) 
Armd vafer = 2) a o, 
Pe de: altă parte, „avem a da pd ADARIA 
pre liea Imas: ii LEE | +5 Dieu (4) 
veti o oat l ori ai! | R ; $ ' 
r ri ati tis fyre 
de unde. ; i 
Pr ` $ d Ă Fi sea, Ene N 8,749, [i 0) 
i R V/2 
Din definiţia puterii, active avem . E ii 
| UR! 
P(v) = Ul) cos e = m 3 (8) 
i a[ æ> (Lo = a | 
w 
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adică 
y2 
Pma = <= l 
r4 2R | ©) 
deci 
Uras 
P(vi2) 2 3 12 (10) 
B+ (e i ai 
Oua 
Se obţine 
oral — — = 4R (11) 
%12 
sau " 
1 4 e R 
a =] ZC * ara E 2] (12) 


care dă valorile v, = 9 170 Hz și v, = 10 920 Hz. 


\ c) Se poate verifica uşor că 


v v Lo i 
pay PR ea, mina g U8) 
2xL 


12.7. O bară metalică de lun 


gime l și masă m, se găsește pe un su- 


port orizontal. Ea este deplasată, prin intermediul unui fir trecut peste 
un scripete fix, de un corp de masă m, care este lăsat liber. Bara se 


deplasează perpendicular pe li 
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niile de cimp magnetic a cărui in- 


„ ducţie variază în timp conform relaţiei 
; B= k(t — 1), unde k este o constantă. 


Coeficientul de frecare dintre bară și 
suport este u, iar bara se deplasează 
astfel un timp dat t. Să se afle valoarea 
minimă a tensiunii electromotoare in- 
dusă la capetele barei (fig. 12.7). 


Soluţie. Conform legii lui Fâradăy 
avem 


`e = Bw (1) 


unde v este viteza de deplasare a barei. 


Accelerația barei rezultă din legea a Il-a a dinamicii în care impli- 
căm și forța de. frecare ! , sa 
m — um e 2) 
E- 
m -+ Ma 


După timpul t de deplasare, viteza: va fi 


E ega pe e E t 4 (3 
m, + Ma T 
iar tensiunea indusă Bi: E k 
ey ` ess ki(m — pm) pip — i). l a (4) 
Pi De: e 0 E a Mi -+ Ma , ri: TEES A i 
E 2 MEN KEE t BP IR i 
Derivata tensiunii de inducţie se anulează după timpul 
= aa 7 6 
deat =0 2 
deci EEE 5 
ăi f klum, — ma)g 
S7 emin = € _ Wum — ma)g, (6) 


ter 4(m -+ ma) at ai 
sa paiețali i literei -U în':care 

' 12.8. Se consideră un contur metalic sub forma literei :U, 
caldă laturi, sînt egale şi au secţiunea S, densitatea p şi sint; parcurse 
de curentul cu intensitatea 7. Prin planul cadrului trece un cimp mag- 
netic dirijat pe verticală în sus (fig. 12.8, a). Cadrul este rotit cu unghiul a. 


Se cere valoarea minimă a inducției cimpului magnetic pentru a asi- 
gura, echilibrul cadrului (fig. 12.8, b). ; 


) 
$ ii 
cd et 


a 


Solutie. Cadrul este în echilibru dacă monentul greutăţii sale este 
egal cu momentul forţei electromagnetice totale. Avem 


2. 
Mo =G.: EA sin a (1) 
sau 
Mie = 3lSpg - 2.1 sina î 
` 3 j 
sau zii 
Ma) = US pg sin a (3) 


unde ? este lungimea convențională a unei ramuri a cadrului. 
Momentul forței electromagnetice va fi 


rah rj 


MiFem) = BI E cos a. | să (4) 
Din condiţia Mg) = Mern) rezultă 
2Sex sin a __ 2Spe 


Bin 
I cos a i 


tga. ' ` (5) 


12.9. Un proton pătrunde într-un cimp magnetic uniform de in- 
ducţie B și descrie o traiectorie elicoidală cu raza R .și pasul h; (Se 
cunosc sarcina e şi masa m a protonului.) j i a: 

Să se arate că energia cinetică a protonului nu se modifică la irecerea 
prin cimpul magnetic, 


CĂ u = Ap 
„_ Soluţie. Fie v, viteza și æ unghiul de 
intrare a protonului în cimp. (fig. 12.9). 
Avem pi 
% Bot e , VU =% cos a (1) 
Fig. 42.9 r ; Va = Vo Sin &. (2) 


Din definiția forței Lorentz rezultă 


veB = — 
sanie ve AN © 
sau da A 
MEN BRe 
i m (4) 


Pasul traiectoriei elicoidale este 


h= af 6) 
unde T este perioada de rotaţie a protonului, de valoare 
Te EEE, (6) 
Va : 
rezultă Fi 
LE hB, 
„= 2e, / (7) 
2xm 14 


Deci 


2 i 202 

mi m B?e 

Es Pet ( 
2 2 m? (4r? 

deci, energia cinetică la ieşirea din cîmp este egală cu energia cinetică 

la intrarea în cimp. 3 


F m), (8) 


12.10. Se dă un circuit R, L, C paralel (fiind cunoscute valorile 
R, L), alimentat de un generator de frecvență v și avind o intensitate 
efectivă J. Se cer: 

a) valoarea mazimă a puterii disipate în rezistor; 

b) capacitatea condensatorului pentru care se asigură condiţia a). 


Soluţie. a) Pentru cireuitul general paralel avem 


1 1 n 
I= U | — +| mi] și Pr= 1 
E Her) ALE (4) 
Puterea pe rezistorul ohmic este mazimă dacă 
RI Xr=ăo.- (2) 
ceea ce conduce la i 
t  Pmax = PR. (3) 
b) Din, (2) rezultă t Dei al e esa i 
LC =1 | © (4 
sau : A EP = : 
ieoi pi tt mie LC = 41? n (5) 
de unde . .., Ene fi i Arn i 
A h 7 
a = ( 
"PR = PR max An L 
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12.11. În circuitul precedent, se cer cea mai mică și cea mai mare 
valoare a capacităţii condensatorului care asigură o putere disipată pe 
rezistenţa activă egală cu jumătatea puterii mazime disipate pe re- 
zistenţa activă. i 


Solutie. Avem 


Pr = R; = RU? — (Lr, — Io] < 0) 
Ă Piua ti 
x PR max = PR. (2) 
Condiția problemei impune i ý 
fi ; Pp = PR ma ONRET (3) 
' i 2 “i 
t TIEN i . 
sau ; i 
ue batera po Ciesa i e ei Îi A WRR o GE 
Ie gbo af soei. o! 
SS Uu—1p. ü 
POIRI. ofret Papali baei ya viza had koa e 
De aigitoi o parra E S bi Au h 4 33 e atit TE E TT e hä A 
U. i 5 
À mă Mm plac Pe 6) 
t M LI] je [i 
PE gor 
IE pia, plz Ce)i ` 4 (6) 
` : 
Rezultă h 
1 
Re ui. „2 
Li 
1 
APERE RE (8) 


| latura Z şi 4 conductoare paralele 

orientate perpendicular pe PIN 
în virfurile acestuia (fig. 12.12) 
Intensitățile curenților au valo- 
rile Z = 1; şi L= L (l — 21). 


12.12. Se dă un pătrat :cu . 


Se calculează inducțiile magnetice rezultante în punctele 0, B, D. 
Se cere să se așeze aceste inducții în ordine crescătoare. 


Soluţie. Calculele ne dau 


DaB. TSC uig 
Bp =0 ş a fi 2) 


e o (VEER ap) m AR fa o 


Ordihëa cerută este Bp < By < Bp: ia Dea 


XIII. OPTICĂ 


13.1. O prismă optică are ca elemente caracteristice indicele n de 
refracție absolut al mediului constituent şi unghiul A din virful sec- 
țiunii drepte. O rază luminoasă cade pe una din fețele prismei sub 
unghiul de incidență*) i. Se cere: 

a) Să se calculeze în funcţie de aceste elemente deviația minimă a 
razei prin prismă. i 

b) Ce condiţie îndeplinește raza interioară prismei în ipoteza obţinerii 
deviaţiei minime? 

c) Ce condiție îndeplineşte unghiul prismei în ipoteza ieșirii razei din 
prismă? 

d) Ce relaţie îndeplineşte unghiul de ieşire din prismă dacă cel 
de intrare tinde spre valoarea lui mazimă? 


A: e) Să se arate că raza 
violetă este deviată (după 
ieșirea din prismă) cel mai 
mult faţă de celelalte raz 
(fig. 13.1). i 


Soluție. a) Mai întii ob- 
servăm că 


= tri (1) 


AT +k (2) 


de unde 


S=irra—A4 (3) 
Deviaţia 5 este o funcţie de ù, adică 3 = fù). 
Din 


Fig. 13.1 


a dă ş 
„=0 (4) 

di, 
*) În manualul de clasa XI avem: i = i; n = r; h = r’; m = Ÿ. 
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se obține 
; i Sg A AA (5) 
și | îs 
Amin = 2i — A. (6) 


'b) Aplicind legeş a II-a a petracţiei“în punctele B şi D și tinind 
cont de (5), avem . e dl 


sin î, = n sin 7, | ÎN vi) 

E : nsin ġ = sin rp, / 8) 
de unde rii , | 

N= LA (9) 


adică, dacă se obţine 'deviaţia:minimă; raza interioară prismei este 
paralelă cu baza prismei. J 
c) Reflexia totală se produce în punctul D. dacă .,.,,. 


' i ajat > TE. i 
ESI F ET E 


uri i "is > arcsin —» tao o (10) 
r4 i n i 
::Din (7) avem F 3 ea 
ru = arosin (= =) e pe ta ăi în $ $ $ 
în dii (2) avem oondiția cerută 
A < arcsin i -+ arâsin = a). (12) 
P ion X n 
`d) Valoarea maximă a lui i, este 90°, deci 
sin 7 = A. (43) 
cos r, = V1 — sin? = LE, (14 
În punctul de ieşire avem so 
n si tii Piin h = sinri e aoir BKE) 
sau aN ARRE Nola 
T 


13 — Probleme de fizică 


Conform cu (2) avem 


Sin í, = sin A: cos 7, — Sin r, cos A (17) 
sau l 
SiNT Vn=1 _ cos A 
AT Ia >'sin 4 wn eea (18) 
de unde Nr: ci 
Sân rakeos A 
per SCENE TRECI urmei 8 aus dili 19 
V , sin A i ( ) 
sau 
Sin 73 R 


Vu ieta ba 


20) 
nA ( 
care este relația cerută. © ; fa ; | 

e) Indicele de refracție absolut depinde de ionge de tem N 


coniorm relației 
a s y ' (21) 


“unde k, și kz sint donante i yS 
Aplicind Jegea a Il-a a refracției în punctul B, pentri cazul deviapies 


minime, cea 
i : Amin r+-aA 


A sin 2 i na k 
m = ha 022) 
sin A iion fi apart a mee H 
2 
d, : "min o + A“ 
A sin — — $ 
: =k 4+ A 23 
; A ds (23) 


pentru razele roșie şi violetă, care constituie razele extreme ale spectru- 
hui vizibil. P 
Deoarece àp > àp rezultă că n, < M, sau min 2> Smin r- 
; Deci, raza "violetă are deviația minimă cea mai mare şi este deci 
oel mai mult deviată (in raport cu alte raze) la trecerea pon prismă. 
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13.2. Se dau două oglinzi 
plane care se intersectează 
sub unghiul diedru e. 

a) O sursă luminoasă 
aflată la distanţa 1 de linia 
de intersecţie a oglinzilor 
formează în sistemul optic 
două imagini virtuale. Cu 
ce condiție referitoare la un- 
ghiul oglinzilor, distanţa 
dintre imagini este indepen- 
dentă de poziţia sursei? 

' b) O rază pornită de la 
sursă se reflectă, dînd naş- 
tere la raza reflectată pe o 
a doua oglindă. Să se arate 
că unghiul dintre prima rază 
incidentă (7) şi a doua rază 
reflectată (11) nu depinde de 
primul unghi de incidenţă. 

c) Ce condiţie trebuie să 
îndeplinească unghiul dintre 

oglinzi pentru ca .razele. 7 
şi ÎI. să fie perpendiculare 
(fig. 1.3.2)? 


Soluţie. a) Din fig. 132, a 
se observă că , 
BB” = 2l sin 6 
BB =% sin... 


i 


(4) 


și 


B'B’ = y BB” + BB”? — 2BB' - BB” cos EBÈ" 


sau. i sai 


BB" = 2 V/ sina + sin?3 -+ sin a sin d cos (x + B). 


Se observă că dacă i f 


poa irina date 


avem 
B'B" = A 4 


s 
13+ 


Deci, condiţia (4) este cea cerută de problemă (oglinzile să fie pi copt 
diculare). 
b) Din ABMC şi ANMC (fig. 13.2, b) avem : 


I+B=90=o9rpri a CI IL). 
de dnie na t 250000, SO A 
isi ooi E uuceai II 
Din ABDC, unde 538 = 180°: 2i, avem aril ĂTRIi, a 
i 180 =a + 20 +180 = 2i: a pudesina it! 
sau bx E a ata sii 
P == dp CAE Pi O) 

de undei! zis hagn, flum mau! a 
a= 2, ce pop GNN e ` (40) 


adică unghiul-dintre razele I şi II nu depinde de w 
c). Este clar că « = 90°, deci sortite tu 


e a Pra T p i sh a „Ui 


13.3. Se dă un sistem onie, centrat formàt 'din două oglinzi concave 
de aceeași distanță focală f, între virfurile lor fiind distanța d: Ce relație 
trebuie să existe între aceste două mărimi pentru `ca imaginea finală 
a unui punct luminos așezat pe 'axa Sprick, ore ji să coincidă- tu 
obiectul luminos iniţial (fig.: 13 PI ? Ppt aa 


„Fig. 433 


Soluţie. Între poziţia pietii luminos erp imaginea sa faţă de prima . 


oglindă există relaţia ANA Ba 


0) 
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de unde 


Rezultă h li 
pd = a =, i 
=f j 


Imaginea P' a obiectului devine obiect pară a doua oglindă; adică 
avem 


pY =d- p = 


LE A EA = 1 i (4) 
(Y (PY Af 
de unde Da i p 
n t. _ fpd =d — ph 
(py = -Pii a APE ti BI 5 
pdf i 
Deoarece e anti E 3 Ean 
i ; py=a2—p. n (6) 
avem în final j a „futi adi 
P~ dp f4=0 0) 
de unde 
n da VATA 
hit IE VE, e 
Deci, condiţia cerută de: problemă :este; zii 
TO gaip e (9) 


13.4. Se dă o lentilă convergentă de distanță tocală f. E 
`a) Să se afle poziția obiectului față de lentilă (p) pentru care distanța 
obiect-imagine este minimă (presupunind lentila în repaus)*). 
b) Se consideră ca, invariabilă distanță d” dintre obiect și imnăgine. 
Ce relație va fi intre d” şi f pentru ca pria deplasarea lentilei să se obțină 
două poziţii ale imaginii clare a obiectului. ` 


ad mE 


*) În manualul de clasa XI avem: p= a; p = Ty 'cu'o anumită convenţie 
de semne. 


197 


1-1 4 
j E pm (2) 
mah 
păsim P 
' pf. 
p eri a (2) 
i ' A Nea 
Atunci funcția | 
e a F= pe (3) 
va fi 
i) PP pa e dia 
Fipa 2, (4) 
p-f Pui: 
iar derivata ei i si 
gi E dF ai P — 2f. ma Ea) 5 
ap = pe S 


Distanța minimă obiect-imagine va fi | 
ae De Plat) Rr a 7 480 
b) Din (1) şi A, ga 


deducem = 
SEI „p—dp+fdb'=0 (8) 
de unde i à 
: are VIŢĂ Tai Bă iba ioari 
Pia > Te că (9) 


Trebuie deci îndeplinită condiția i e sapa 
d > sf. neri 00 


apiri É 

. Un obiect se află la distanța d, = k,f(k, > 1) de virful unei 

aier cuncăve de distanță focală f. El se apropie S de virful oglinzii, 

la distanţa da = kaf(k2 < kı). Să se determine valoarea lui k, pentru 

care se obţine valoarea mazimă a raportului dintre viteza de deplasare 

a imaginii şi viteza de deplasare a obiectului (mişcarea obiectului se 
presupune uniformă; fig. 13.5). 
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Solnție. Pentru prima poziție a obiectului se obţine prima poziție a 
imaginii 


de ünde 


Fig. 195... Ypi a wahl 


Asemănător se obține a doua poziţie a imaginii 


kəf 

z, = ———e . 3 
2 a i ag pp 

Viteza la deplasare. -a .obiectului este i i ii 
_ du — da fih ka (4) 

O a C -Y 

li sia: į 

N a : i 

iar a imaginii obiectului % zj 
Seg ` ind 
n=. 6) 

[i 3 sd t A 
Raportul lor va fi 3 ki : j 
EPN O. pene emanat e rm tg E * 
îi v (fz — (hu)! 
"19 


Se observă că pentru kj => 1, raportul vitezelor devine foarte mare; 
Din construcţia imaginii se poate observa că pe măsură ce obiectul se 
apropie de focar, imaginea acestuia tinde spre infinit. 


13.6. Asupra unei lentile convergente de distanţă focală f, scufundată 
într-un lichid cu indicele de refracție n, se îndreaptă un fascicul paralel 
de raze. Să se afle diametrul maxim al porțiunii luminoase formate pe 
un ecran așezat în planul focal al Jenti, paralel cu suprafaţa liberă 
a lichidului (fig. 13. 9): 


Soluţie. Din figură se observă 


storia d (1) 
sala 


Si 3 ATE ù e) 


në — sinăi sin% 
Pentru. i = 90° avem d —> dma 
său 


i Fig. 42.6 mit a dmax = 3) 


Diametrul imaginii luminoase va fi! 


agentii DE mut etate e A 
n— i1 
13.7. Un obiect luminos este luat pe fundul unui vas (ce conţine 
un lichid cu indicele de refracție absolut n) şi acoperit cu o pilnie de 
“unghi 2p. În ce'condiții e 
vizibil obiectul (fig. 13.7)? 


Soluţie. Mai întii ob- 
servăm că raza luminoasă 
sosită de la obiect iese 
“din lichid (şi deci obiec- 
tul e vizibil din exterior) 
dacă în punctul A nu se 
produce reflexia totală, 
adică 'dacă 


SIN 03 <S D (0 


căi 


- “Mai observă" că ` i 
Ah aa = 9% — era pe pi) 
de unde ` 
sin æg = cos (P + a), = cos p COȘ ag — sin ọ sin og 
Mai există relația 
sin %4 = M Siù 03 
sau 


gjore pan 


———— sal e 
sin a, = Vi cos e ein g 


Observăm că în cazul cel mai nefavorabil al refracției avem 
Qi max = 90 — [i 
de unde ză 
sin a, = sin (90 — ẹ) = cosẹ = V n? — 1 cosẹ — sing (7) 
sau j R E i 
teo > Vr=i—4, : “orel 
eate reprezintă condiția de -vizibilitate. a obięctului. 
__ 13.8. La trecerea unei raze luminoase printr-o lamă cu fețe plan-pa- 
ralele se cunosc: unghiul de incidență i, grosimea lamei d şi indicele de 


refracție absolut al lamei n. Să se arate că raza emergentă este paralelă 
cu cea incidentă şi să se calculeze deviația mazimă a razei (fig. 13, :8). 
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Soluţie. Presupunind că raza intră în lamă venind din aer şi iese 
tot în aer, aplicăm legea a Il-a a refracției în punctele A și B 


sin i = n sinr a A 

“nsinr=sin i 0 È ans (2) 

de unde : 
i i=, (2) 


ceea ce implică paralelismul razelor toi si emergentă. 
Din figue se observă că 


E e rea i da pati 


A=d 
cosr: 
sau me gi 
) $ “a D gfinicosre-ens isin +C) e m nia 5) 
cus r BEY 
Observind că me e eu ol 
cos i i= Vi misim? pi bice totu (0) 
Er t j phi: Ta 
sl de Weiten cosr = | nim si (7) 
avei i Kit y Pei H vocatia G 
Atid sin i(|/ n? = sin? m aint ee V i — sint zi). | ($) 
n: — sin? ~ 
Întrucit (sin i)mas = d (ceea « ce implică i 2900), avem 
x 
; Am a (A) io = d. i (9) 


13.9. a) Prima lege a reflexiei (respectiv refracției) afirmă că razele 
incidentă, normală și reflectată (respectiv tefractaťa) sint coplanare. 

Să se justifico această afirmație. 

b) A doua lege a reflexiei arată că onghivi de incidență i este egal 
cu col de reflexie r. A doua lege a refracției arată că sin i/sin 7” = nefn, 
unde n Şi na sint indicii de refr: ayie ai celor două medii. Să se verifice 
(tig. 13.9). 
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de cea de coplanaritate SIR. Pe 'cele două traiectorii, 


Fig. 13.9 


© Solujie. a) Într-un mediu optic ‘lumina se propagă astfel încit drumul 
optic d, = nd să fie minim '(unde n este indicele de refr acție absolut al 
mediului, iar d drumul geometric al razei), 
Pentru reflexie, admitem exist enta unci alte tnoizetoriă SIR aiurita” 
drumurile 


optice sint 


+ 


Deoarece totdeauna . 


oF 


i£) 


$ 


“sL > SERR i 


7 nihe 
i 


dai = Sh DB) 
da SSI DB) i 


4 


1 


(1) 
p Q 


(3) 


rezultă totdeauna 


da < do Ees (4) 


adică cel mai mic drum optic este cel ce respectă coplanaritatea celor 
trei direcții 


În cazul reľracției, presupunem că, pă. lingă drumul optic de  coplana- 
ritate 


; du = Sl + na: LB, 5 6) 
ar mai exista altul P : | 
id = Pa? Sla + na: lR’. (6) 
Întrucit primul drum optic este mai mic, el este şi cel real, 

b) În cazul reflexiei, drumul optic este ; 


d= n (V GF P+ VG FE) 0 


El depinde exclusiv dé distanța ` x Prima derivată a drumului optic 
este y a F 


Y 


DE- a ( $o = & 
„dz Vă az Vi FFA E 
Se poate arăta că derivata secundă sc: „pozitivă, deci drumul optic 


trece printr-un minim. i 
Observind că .: sui 


„Sin n= 


etiz 
AN) sit 


TER EH AL, A 


sevki Si 


anularea ni i "a babă baston A 


d 0 0 reia 


La rlieta, A senat opie va fi 


de = n VEF PY mV FA (12) 
iar derivata lui în raport 'cu z are valoarea: A 
dd, ueu æ dy miti date een 


dz "Vară "Va a 
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'Observind că 


„a z i 
sin i = ET ra ET (14) 
ds -zr 
Suh 15 
Arie V (ds — 2) + dà, ra 
rezultă, din nalare lui (13), pecan jiu. jovet di iw fi 
| nsin = n sinar zi: f (16) 
sau AVERE si / 
| in i A si (7) 
sinr, n 


‘13.10. O rază de lumină cade sub un unghi de incidență pe o sferă 
plină transparentă de indice de refracție absolut n. Să se afle acest 
unghi astfel încît deviația taghinlară să fie maximă (fig. 13.10). 


{i} 
ti} 


de unde 
a = 4r — 2i, (3) 
Observind că À 
i = arcsin (n sin F) (4) 
rezultă eo Ra" 
a == 2[2r — arcsin (n sin r)) (5) 


care, derivat în raport cu r, ne dă . Iot ad be 
3 da _« ` neosr 

— = 2/2 . 6 

dr | V1i— n? 7] (5) 


Prin anularea derivatei obținem 


sin r = Tå . a (7) 

deci il tă, în îi 
EDY A “4 Foamea e aa it “ 

— na i 
Liamma, = arcsin |: = e s (8) 
de unde Æ sa 
i pa 0 “ HR ` ma t 

amaz = 2 g airesin} H arcsin =) (9) 


13.11. Distanţa dintre virfurile a două oglinzi concave, centrate 
și aşezate faţă în faţă, este d. Razele de curbură ale oglinzilor sînt £, 
şi Rẹ Un obiect nepunctilorm este așezat pe axa optică principală 
astfel încît mărimile imaginilor sale în cele 2 oglinzi--sint egale. Unde 
este plasat obiectul faţă de prima oglindă în situaţia de mai sus? 


“Soluţie. Notind cu p și p' poziţia. obiectului și a imaginii sale faţă 
de prima oglindă, avem 


W 


1 2 
— + = 
| P P R 
dé unde „! „sat a 
"= ph, 2 
ia 2p— R, 5 „i > 2) 
rgo mh- h, B 
P 2p—R, 0 
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Depărtarea obiectului față de a doua oglindă este d — p deci, avem 


pa (4) 
d—p pP R, | i 
de unde f ps) f 
P| P ai Rd — p) i 
EEEN 
preia Rei tii a a A g 


d-p dp e: 
Din condiția Îi = i, avem ` W 


38 $ cr zu (Rr dat 
[phei = RR, -: i pati) © 


s 


+) 73.12. Un teren circular de rază a trebuie iluminat cît mai mult 
pe margini. Pentru aceasta se folosește o sursă luminoasă fixată la o 
anumită înălțime pe perpendiculara dusă în centrul tetenului. 
Să se determine această înălțime în condiția cerută de problemă 
(fig. 13.12). m. : i 


Soluție. Din optica fotometrică avem. relaţia 


Bi pa (4) 


pă 


une E este iluminarea produsă de 
o sursă. 


Observind că i 
sd r=VEFä 
(2) 
cos a =-— Ox 
1) e 3 
avem 
h 


257. 


Derivata iluminării în raport :cu A este 
dE _ k eh, 
dh ae 

Din anularea ei găsim 


(4) 


a 


lei = SV, 6 


Deoarece pentru h<a|/ 2/2 avem dEjdh > 0 şi pentru h > a/3/2 
avem dE/dh < 0, iluminarea trece printr-un maxim pentru valoarea 
susmenționată a înălțimii. . | 


13.13. În punctele A şi B situate la distanţa d.se află două surse 
luminoase cu intensităţile 7, și Z, (Z, > 12). Să se afle poziţia punctu- 
lui C, situat între A și B în care iluminarea este minimă (fig. 13.13). 


 Soluţie. Avem relaţia că 


= t Și s 
Fig. 19.43 
care partioularizată pentru cele două surse ne dă 4 
d Li 
Aa Y I ! 
Fi i I, Ga Aaris : 
of N 2Q = ———. (3) 
É i i mp S n 
Iluminarea totală va fi Ey ; 
j E ag a Lid — 22 Dat 
mm EG = Eie E DL, 4 
I AT A dde + 2) A 
Din-anularea derivatei dEc/dz, avem ' t 


vroer ci Hid — z} — ne ="0, : 
208; 


Alec = pe oo ® 


13313.14. O prismă Amici este alcătuită prin alipirea a trei prisme 
din care cea mijlocie este: isoscelă! (în secţiune), iar cele extreme au 


* unghiul prismei egal cu A, = Ag = 90° (fig., 13.14). Indicii de refracție 


ai mediilor prismei sint n, = Ng Și na (na > m). Cu ce condiţie raza ener- 
gentă este coliniară cu cea, incidentă? MET îs APA 


ET pm Rip A8 44 a 
j 


Soluție. Porțiunea MN din rază trebuie să fie paralelă cu baza PQ a 


prismei mijldeii:- Pe -acest: motiv--avem -~-t 
SE pE fei i 
peng h = b0 — 2 i 
$ ; i ka i 
La EIR Ai cotit MARE. (4) 
| n= Aa că 
ziar 2 
si PAREA ERN | | 
Legile refracției, scrise în punctele B. şi „M ne dau 
"O 0O sin ù= m Sin ru Stau E (3) 
ý n, sin ig 2 m Sin ra S (4) 
sau ii af e Mt 
i . A ehy gb 
6) ` na sin (90 — ra) = m Cos T, = M sin z (5) 
209: 


Deoarece 


cos r, = VT = sin Ro = fă al a Ji- E come aa 1— = Tiir = (6) 
n 2 


avem A 


A n? —1 
ntg 2 = Jei psi ALANG 
a e so 


care reprezintă condiția cerută. © st intii 
` A ë s š s nA 
13.15. Se dau n lame cu fețe plan-păralele, de grosimi hy, he, -.., hu 
și indici de refracție 74, no, ..., nm. Un punct luminos aflat pe baza infe- 
rioară a ultimei feţe își formează. imaginea în acest sistem optic la o 


saumat înălţime h de prima față (fig. 13, 15). Să se „demonstreze că 


h=Ș 2 de (în aproximaţie aussiană). 
g 


izi i 


Fig. 13.45 


Soluţie. Vom. face demonstran pentru, cazal, a 2. lame. Se observă 
valabilitatea relațiilor 


WARG AD pO Skia 1 > tota 


ABE hga S a) 

= Beima. > T 

de unde i | 4 ga: i 
| T higa E higa + higa e) 
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Mai există relaţiile 


n, Sin a, = Sin ag 


ru 6) 


My Sin aj = Ng SIN ag i 
În aproximaţie gaussiană: avem 
“sina tga d i 
(4) 
cosa = 41 TA 
deci : à a A“ e asd eH | / i 
a h Sin «g = ha Sin æ, -H ha Sia: e si as Teo (5) 
sau , 
i sinag iyo apal e: a he ; 
h Sin ap = h, >00 + ge PA sin aj = A sin gg + — sin a (6) 
nı nz n ha 
de unde 
hi 
` “ sie RE pe up ' (7) 
ny rg 


relație ce se poate generaliża.' 


13.16. Se dau două surse luminoase coerente S, şi S așezate ca în 
fig. 13.16. Se ştie că D Dà; a = nà D à. Se cere: 

a) să se descrie ansamblul figurilor de interferență de pe ecran; 

b) distanţa de la centrul A al ecranului (E) pină la mazimul vecin 


- celui central. 


Fig. 12.18.; 
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Soluţie. a) Condiţia de formare a maximului de interferență este 
da — dı = N), care pentru cazul particular SA = d; S,A = d, devine 
a= nh RE 

În punctul central A se va forma maximul de ordinul n, iar figurile 
de interferență vor fi coroane circulare cu centrul în A 


b) Următorul cere luminos va începe. la. distanţa dată. de relaţiă 


d, — d, = (n —`1)A (1) 
sau 2 a i 
Vin t DPF Ra VD Fr, = (n — A) i(2) 
Tinînd cont de condiţiile: impuse: dè problemă, 'se poate scrie 
l DD}. MA 
Bai = [eam a? i (8 
sau 
e ma Citi) Goe 
Taa = 25 E + 1}. P (4) 
pi E pa Va Ue 
Relația (3) provine din 2) numai cu condiţiile: A Ga; ph. gigal 
T; saio? ALEI 


sig ga Gk wit 
bz 


ah s bë (oa 


XIV. STRUCTURA MATERIEI. TEORIA. . 
RELATIVITĂŢII 00 00 0 


“14.1. Se ştie că numărul dN de nuclee care se dezintegrează. ta: 
intervalul de timp dt (de la t la + dt) depinde de numărul de nuclee W 
existent la momentul t și de mărimea intervalului de timp, conform 
relaţiei SA . 
i AN =— AN åt AE EE e 


unde à este constanta radioactivă a elementului. La: momentul inițial 
to = 0 numărul de nuclee este Wọ. Se cere: 
iC) a) să se determine numărul W; : 
b) ce relație există între A:şi perioada de înjumătățire T? 
Li 49% 


secete h D na Nu 
Soluţie. a) Se integrează (1) şi avem l : 
417 AN ; $ i 7 w 
(reaa „2 
sau - i. z% im A 3 bee r ý ` 
: ; In N= NC. (3) 
Notind 3 4 
E gi C'=mC (4) 
avem a aae 
ukot poti 4 N = Cir j $ i le 
observind că Ew bubain Guat ue BALRA pi a t gg ă pie 
C=N =No ; iot n (6) 
1=0 


Qrem.: dispet iNe 

N = No”. 

.b) Conform definiției perioadei de înjumătățire, 
NH N j2 adică din (7) rezultă -: i ini 
BASI ri al b nira A diina 


unl PE da 4.207, | 


Logaritmind, avem 
în 2 __ 0,693 
T T 


(9) 


4.2. Un generator de radiaţii X produce radiaţii cu luhginge de 
anda À Și àz WA > à). Între ce limitė e este cuprinsă tensiunea U dintre 
electrozii tubului catodic? 4 nma : 


SC Y RE EL: 


Soluţie. Conform conservării energiei, arem 


hy = eU 3 4) 
sau. o, te e ui A ci . nri 


pa. Per) re e 
unde v este frecvenţa radiaţiei emise. k constanta lui Planck, e sarcină 


electronului, iar ¢ viteza luminii în vid, 
Pentru prima radiaţie avem 


IA ia ae a e ora E 
A: ni fus 3: ie Gg: sp EEE © 
iar pentru a doua i 
š U,=ħ Ci ani (4) 
i N a: j 
Déci : it dj 
V„<U<U, 2 
sau iaca e aaa. me D daf 
he he $ 
— < U < —. 
' ed) e 6) 


14.3. Utilizind formula de. ¡compunere a vitezelor în mecanica rolas 
tivistă, să se justifice afirmația că viteza luminii ìn vid este viteza natus, 
rală mazimă. 


„Soluţie. Avem relaţia « 


“dy 


= „ca 


unde: u — SR, viei particule față de sistemul de referință. inerţial fix, 
v, — Viteza particulei față de sistemul de referință mobil, v — viteza 
sistemului mobil faţă de cel fix, c —viteza luminii în vid. 
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Revine să arătăm că u < e. Există posibilitățile: 
a) v, = c, adică particula se mișcă în sistemul propriu cu viteza 


- luminii în vid. Avem 


E as e, =e. (2) 


c i Mică E i i / 


b) v = c, adică sistemul propriu al particulei se mișcă cu/Țiteza 
luminii în vid faţă de sistemul fix. Avem i 


Ctr 


Se verifică astfel afirmaţia din enunţul problemei. 


14.4. Într-un sistem de referință inerţial fix se se deplasează în acelaşi 
sens două corpuri cu masele m, și ma şi cu vitezele v, şi va nerelativiste. 
Să se găsească un sistem de referință inerţial makil coliniar cu primul 
pentru care energia cinetică 
nerelativistă a “sistemului RS 


format de cele două corpuri  % 5 


să fie minimă şi să se calcu- gQ A pa j gi Do. 
leze valoarea acestei energii i Eoi pe en pi, 
(fig. 14.4)*. $ Fig t44, r. 


IM 


Solutie. Fie O’ originea sistemului mobil căutat; care se deplasează 
în acelaşi sens cu cele două corpuri cu viteza de transport v. Vitezele 
celor două corpuri în sistemul mobil (vitezele relative) vor fi 


E E it a> ka (1) 


ti ` Vr, = Vg — v 


* Problemele 14.4 şi 44.5- pot fi incluse şi în capitolele de mecanică. 


Energia cinetică a sistemului fix, faţă de sistemul mobil,:va fi 


ny2 y2 
Mita i Maze, 


E; = Ea, + Ec, = — 


2 2 RL 
sau bre 
E. = mutat 5 2vv, + v?) + ma(t2 — 20v, + 0?)). (4) 


Prima derivată a energiei cinetice în raport cu viteza de transport are 
valoarea i : licit 


sa = v(m, +m) E (aa = mgwa) 6) 
iar a doua x E 
W I i kaTa a cj sei e 
DE m mS, (6) 


du 


deci energia cinetică trece printr-un. minim. Din egalarea cu zero a 
lui (5), rezultă - Si 
“ul ERE. e furi 2, N mita Paza E Tee (T 
Ec min m, + Ma A 
Înlocuind, aceastăi valoare a vitézei de transpoit în (3), avem t 
e ti apen dai “Muma (dai ti eri ugi 
E e e A E pica cica TERETERE (-) 
ăia m + mp Rops a 
"14.5. Se'dă un sistem de” referință inerţial fix: xOy -şi unul: mobil 
inerţial x'Ö'y’ care se deplasează în lungul axei abseiselor, cu viteza 
de transport v nerelativistă. La un moment dat, se aruncă în sus, în 
sistemul mobil, un corp tare 
' revine 'în punctul de- aruncar 
-după un timp d. Se cere: A 
© à) ecuaţia traiectoriei „abso: 
„dute“ a corpului; 
b) raportul înălțimilor mazi- 
i -` me- atinse de mobil în cele 2 
0 a w 7 ză sisteme de referință . inerţiale 
rp ge Aade ta ct AD 1445h o e 
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Soluţie. a) Faţă de sistemul fix, ecuaţiile parametrice ale traiectoriei 
vor fi , ca , : n 


= 
atol 4) 
Din datele problemei avem 
Vor = Ea . / (2) 


si pote RE L de 2). (3) 
2v 203 2v Aie 
b) În sistemul mobil avem, 
i CI gè 
(ua = e = L8, NC) 


În sistemul fix, viteza iniţială de aruncare este 


T voa = VF vor 


şi pi : i T 
i sau t Dim: ke i 
sin a = 

dnin bhinse KO Tte i 

ut zu ee sl 4 scala 

[AI 

(mas) = — e sin? a = T : 

EEY i î AR 

Avem . i Fi 
d (hmaz)u =14, sacii (8) 


$ (hmăz)e 
. . Sa Y Á . dyanții 
14.6. Să se determine energia mazimă pe care un ciclotron cu duanţii 
de diametru d o poate asigura unui fascicul de protoni (dé masă m și 
sarcină + e fiecare). Tensiunea ce se aplică duanţilor are frecvența v. 
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Soluţie. Condiţia de sincronism, necesară funcţionării ciclotronului, 
cere ca frecvenţa tensiunii alternative aplicate duanţilor să fie strict 
egală cu frecvenţa mișcării cvasicirculare a protonilor, adică 


eB 


= “a 
i 2zm (1) 
de unde | 
B= 22, (2) 
e 


Energia cinetică maximă se obține dacă diametrul traiectoriei proto- 
nilor coincide cu, cel al duanților. Rezultă 


o Eimar = De miha l & 
Știind că i 
n Vmax, = "e 4) 
avem i 
Ee mar = $ minds, eat eri Junii > (5) 


14.7. O particulă x, cu energia iniţială E,, se ciocnește frontal de 
un nucleu și este respinsă inapoi, noua energie a particulei fiind £, (E< 
< E). Se cere raportul maselor particulei şi nucleului. 


Soluţie. Notăm cu v; şi va vitezele particulei înainte și după procesul 
nuclear și cu v viteza nucleului după ciocnire (presupus iniţial în repaus). 
Notăm cu m, și my masa particulei, respectiv a nucleului. Conform 
legii conservării encrgiei, avem ; : i 


: m ge i mei E ` 0) 
de unde 
v= Pa fg ig). 2) 
Ay my 


Legea conservării impulsului ne dă | 
i IV — mgp = Mda s4 gi Ig (3} 
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de unde 
my 


ho) (4). 


v= 
' my 


Din relațiile. precedente rezultă 


; sn 
t 3 / 
Deoarece ji j 
: (6) 
E : ti Ea 
avem i a i May Mea 
1- | : 

z n Si (7) 

f hiy : 


~. 14.8. Să se determine lungimea de undă limită a radiațiilor cuprinse 
în seria Balmer. Cata 2 


Soluţie. Formula Balmer-Ritz, adaptată pentru seria Balmer, se 
scrie î a 


ps ne(. -4) 4) 
4 n], Si ag 2 i 


unde R este constanta lui Rydberg. Ultima radiaţie din serie se obține 
pentru: n — oo. Deci , i gs ui 


Ai m 2. i bh 2) 
Ştiind că ? 
eE oak a (3) 
avem ii j i l _ 
Mim = FO pon (4) 


14.9. Într-o cameră Wilson, o particulă « este deviată în urma 
anei ciocniri elastice cu un nucleu, sub un unghi o. Nucleul este deviat, 
sub un unghi egal cu — q. Cu ce nucleu s-a ciocnit particula (fig. 14.9)? 


mb Soluţie. Impulsul iniţial 

ee i A aS al particulei «a este 
Rm, BE, ET van Poa = MaVoa (1) 
; R ei aha si 23 
f Conform legii conservării 


AA impulsului, avem 
Fig. 14,9 Poa = Pa + Pi: (2) 
sau D 
Maloa = M Vy COS P + MyUy COS P = 2 MD, COS 9! (3) 


unde Vo Și v, int vitezele particulei înainte și după ciocnire, iar vy 
viteza nucleului după ciocnire,’ 


Conservarea energiei cinetice ne dă relaţia 


Mta = MA3 t myvi (4) 
sau E a 
, pi] E Je, i ai 7 
iezi y MON = Mea | A me ei ra ie ti (5) 
dă (2 cos p)? 1 BOTER 
Rezultă MA f UT: Me it pu SRR: ? 
f y= m, sec? p 3 (6 
A 4— sec? e, 


de unde se poate deduce naţura nucleului ciocnit*), 
14.10. Să se arate că relația de nedeterminare” Az Åp, > 2 este 
TU 
valabilă și pentru nedeterminarea At AE, ` 


Soluţie, Ştim că 


à 2 a 
ja 5 E, = Pa Pz 1) 
= 2 2m 7 ai 


*) Pentru deducerea relaţiei (6), se afiliază la (3) şi ecuaţia proiecției relaţiei (2) 
pe axa Oy (v. fig. 14.9). 
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de unde 
2ps * Ap 
£ 2m 
sau ; 
mtx Âp. Az 
Pa n 7 Apa 
AE, za At 
Rezultă 
AE,At = AzAp, 
: sau 


AE,At > a . 
27 


| Calcule mai riguroase arată că numitorul din (5) este 4x. 


(2) 
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